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Meiner Familie

Die Ausgleichungsrechnung bemiht sich um die Ermittlung der wahrscheinlichsten

Ergebnisse, aber bedenke:

Niemand ist weiter von der Wahrheit entfernt als derjenige, der alle Antworten weif3.
(Chuang Tsu, chin. Philosoph, 365 - 290 v. Chr.)



Zusammenfassung

In geodéatischen Ortungsaufgaben und Netzl6sundelyiedie Bestimmung der gesuchten Parameter
— wie der besonders interessierenden Netzkoordiratrwartungstreu, falls ausschlief3lich zufallige
beobachtungsbezogene Varianzanteile und ein fedilesfModell zur Abbildung der Beobachtungen
auf diese Parameter vorliegen. Das Auftreten ridféliger Fehleranteile in den Netzbeobachtungen
oder den festen Anschlusskoordinaten fuihrt eberisoei nicht fehlerfreies Abbildungsmodell zu
einer nicht mehr erwartungstreuen Schatzung mitngddschen und stochastischen Netzverzerrungen

wie einer gegeniiber dem unverzerrten Fall unglgrgtigParameterstochastik.

Als Ursache jener Verzerrungseffekte kommen nebeterchinistisch-systematischen Fehlern der
verwendeten Anschlusspunkte sowie moglichen Velaaslgungen in deren stochastischen Modell
noch die beobachtungsbezogenen deterministisch-stowhastisch-systematischen Fehleranteile in
Betracht, durch die darUber hinaus auch Korrelatiomwischen den Netzbeobachtungen und somit
Kovarianzanteile verursacht werden. In geodatisdhegenetzen wirken dariber hinaus Fehler im
Abbildungsmodell der Beobachtungen quasi-systestatsuf die Parameter aufgrund der Nicht-
linearitat des Modells und der so erforderlichendarisierung (Nichtlinearitatsverzerrungen ab der 2
Ordnung). Alle jene systematischen Fehleranteileefii auf eine geometrische (Parameterbias) und

eine stochastische (Kovarianzmatrixzuschlag) Nezareungskomponente.

Die Anwendung des allgemeinen Eigenwertproblems//#&E auf jene parameterbezogene Zuschlags-
matrix als Vergleichskovarianzmatrix und mit denkentionellen Kovarianzmatrix der Parameter als
Referenzkovarianzmatrix im Rahmen des spektralemysekonzepts erlaubt die spektrale Zerlegung
der Zuschlagsmatrix unter Bezugnahme auf die Ret&ovarianzmatrix und liefert Gber die AEWP-
Eigenwerte und die zugehorigen Eigenvektoren dentan Schwachformen des untersuchten Netzes
als Tragerfunktionen der Verzerrung dessen Geometowie die stochastische quadratische

Netzverzerrung als quantitative TestgroRe des Vemgseffekts.

Zur qualitativen und quantitativen Analyse der getiachen und stochastischen Verzerrungswirkung
nicht-zufalliger Fehleranteile in Nivellement- uhdgenetzen lie3 sich mit Anwendung der spektralen
Zerlegung einer Vergleichs- in Bezug auf eine Refekovarianzmatrix ein allgemeines einheitliches

Konzept einschliellich Vergleichsaussagen zu uctiézdlichen Parameterstochastiken finden.

Eine konzeptionelle qualitative und quantitativeafyse von Verzerrungseffekten aufgrund von teil-
weise erstmalig modellierten unterschiedlichen espsttischen und stochastischen Modellfehlern in
Nivellement- und Lagenetzen jeweils unterschiediiciDesigns fuhrt Gber die daraus gewonnenen
Erkenntnisse beziiglich der Wirkung nicht-zuféllig@hleranteile auf Optimierungskriterien fur deren

Herabsetzung im Sinne einer spektralen Netzoptunger



Abstract

In geodetic positioning tasks and network solutievs determine parameters — particularly the most
interesting network coordinates. This is carrietlinan unbiased fashion if only random observation
related variance components and an error-free nfodetapping the observations onto these para-
meters are available. The appearance of non-rardancomponents in the network observations

or in the fixed coordinates and a not error fre@pivdag model cause an estimation that is no longer
unbiased and includes geometric and stochastiortieis of the network, and also causes less

favourable stochastics of the parameters as compaithe unbiased case.

Possible reasons for those distortion effects@abetconsidered, being deterministic-systematiargrr
within the fixed coordinates and a possible negletieir stochastic model as well as observation
related deterministic- and stochastic-systematiar @ontributions. These also cause correlations
between network observations and hence createiangarcomponents. Above this, in horizontal
geodetic networks, errors in the mapping modettierobservations affect the parameters in a quasi-
systematic way due to the non-linearity of the nh@ahel to the linearisation (non-linearity distorts
starting at the second order). All these systensatior contributions lead to a geometrical (par&amet

bias) as well as a stochastic (covariance mateiyaork distortion component.

The application of the general eigenvalue problenthés additive covariance matrix as a comparison
matrix, and with the conventional covariance madfixhe parameters as reference covariance matrix,
in the context of the spectral analysis concepinfis the spectral decomposition of the additive
matrix with respect to the reference covarianceimand delivers, together with the eigenvalues an
their related eigenvectors, the latent weak-forrhghe examined geodetic network as supporter
functions of the geometry-related network distartiogether with the stochastic squared network

distortion as a quantitative test statistic of distortion effect.

For the qualitative and quantitative analysis of greometric and stochastic distortion (skewing)
effects of non-random error parts in levelling &mdizontal networks, a general and unique concept
could be found by application of the spectral degosition of a comparative matrix relative to the

reference covariance matrix including comparatteéesnents about different parameter stochastics.

A conceptual gualitative and quantitative analydidistortion effects (skewing) has been carrietl ou
that models — in parts for the first time — diffiersystematic and stochastic model errors in langll
and horizontal networks of different designs. Dodhte findings obtained therefrom, concerning the
effect of non-random error components, this leadsgtimisation criteria for their decrease in the

sense of a spectral network optimisation.
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1 Entwicklungsstand zur spektralen Analyse geodatther Netze und

methodische Aufbereitung

1.1 Entwicklungsstand zur spektralen Analyse geod#icher Netze

Der Algorithmus zur LOsung redundanter geodatisdRenkt- und Netzbestimmungen nach der
Methode-der-Kleinsten-Quadrate mit iterativer abenger Berechnung der ZielgréRen ist bekannt
und in der geodatischen Praxis gefestigh{EN 2006). In der Geodasie wurden sowohl die im
Beobachtungsraum physikalisch tatsachlich vorhagnléforrelationen als auch die Fehleranteile ab
der 2. Ordnung jedoch bisher vernachlassigt undisd&tochastik der Zielgré3en als zu schatzende
Parameterx zu gunstig angegeben. Diese Tatsache flhrt inedes® bei ingenieurgeodatischen
Anwendungen sehr hoher Genauigkeit (z.B. Lageneiiteangestrebten mittleren Punktfehlern von
+ 2 mm oder besser) auf das Problem zu gunstig ermittBlimktgenauigkeiten, falls entsprechend
der bisherigen konventionellen Ausgleichungen nuféllig wirkende geratebezogene Varianzanteile
bertcksichtigt werden. Die darliber hinaus existidem und systematisch wirkenden Fehleranteile in
einem geodatischen Netz, wie z.B. die Zentrierfetilr optischen Lote oder die Fehleranteile in der
meteorologischen Beschickung der EDM-Strecken doiten die Beobachtungsstochastik sowohl mit
zusatzlichen Varianzen als auch mit Kovarianzen kiiishen in Abhangigkeit vom Netzdesign die
Stochastik der Netzparameter — v.a. der Netzkoatdim— sogar um ein Vielfaches erhdhen. Es ergibt
sich somit schon aufgrund der beiden genannterrsgdisch wirkenden Fehlertypen grundsatzlich

die Notwendigkeit zur stochastischen Modellieruerggr und weiterer nicht-zuféalliger Fehleranteile.

Als einfihrendes Beispiel sei das fir ein infradineelles GroR3projekt in Hamburg grundlegende
Lagenetz betrachtet, welches in seiner Basisvaritinif als Pfeilerlosung ausgebildete Festpunkte
umfasst und gemaf Abb. (1.1) in nahezu allen Koatliinen ausmessbar ist. Auf der Grundlage der
im Sinne einfacher Standardabweichungen angegeb@eeftegenauigkeitesy, = +0.6 mgon und

s = £0.5 mm ergeben sich zunéchst mittlere Punktfehler zwisch®.4 mm und £+ 1.0 mm. Mit

der zusatzlichen Einfuhrung der systematisch widkenFehleranteile (ebenfalls als) AT = +3.5 K

und AP =+ 3.5 hPa fir die meteorologische Beschickung aller EDM-8ten erhoéht sich das Intervall
der mittleren Punktfehler aubf mm; 1.4 mm]; derselbe Effekt lasst sich erzielen, wenn stsitén
ein Zentrierfehler vorXT = £0.5 mm fiUr alle Netzpunkte zusatzlich zu den rein zuf@h Varianz-
anteilen modelliert wird. Die Modellierung einesliglich auf+1.0 mm erhdhten Zentrierfehlers fuhrt
auf ein Intervall von(Q.9 mm; 1.9 mm] der mittleren Punktfehler und so schon auf eieeddppelung

der ursprunglichen, nur auf klassischen zufélligananzanteilen beruhenden Punktgenauigkeiten.

Es wird der Einfluss erkennbar, den bereits gersyggematisch wirkende Fehleranteile auf die Para-
meterstochastik eines geodatischen Netzes auszwébmidgen. Die Analysen von Netzstochastiken

auf der Grundlage ausschlief3lich zufélliger gemtegener Varianzanteile stellen somit erhebliche

1.1 Entwicklungsstand zur spektralen Analyse geoclatisNetze
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Vernachlassigungen im Vergleich zu den tatsachiiestehenden Verhéaltnissen mit den zuséhen

Fehleranteilen dar.

Abb. (1.1) LagenetdNeue Bahnbrucke Kattwyk

(Netzbild de konventionellen Ausgleichurmit denHelmertschen Fehlerellips):
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Die sich aus den Wirkungganer zusétzlichen Anteile gemaf dasr betrachteteiberbestimmten
erweiterten Gaul3-MarkoModells (GMM) mit i.A. nichtlinearen Modellzusammnigam¢

l=1(x) (1.1a)

in der Kovarianzmatrix der Parameter ergebendemian Schwachforme(s. Kapitel 2.2.2.4wurden
zwar in der Fachliteratur AGER et al.2005,GRAFAREND & SCHAFFRIN 1993)diskutier, aber bisher

nicht umfassend dargestellt oder analys

Die Berechnung des Moments 2. Ordnung erfolgteebifiir nichtlineare Félle in linearisierter Fo
1. Ordnung. Dadurch fehlte stets parameterbezoge Kovarianzmatrixzuschlag fur die 2. Ordnt
als stochastische Nichtlinearitatsverzer..

Aufgrund der bisherigen Beschrankung auf die Stsithanach der Fehlertheorie 1. Ordnung in
Geodasie fehlen neben dees auf die 2. Ordnung bezogenen Zusclfiir die Kovarianzmatrix de
Parameter auch alle Zuschlage héherer Ordnungem direr Summe gemeinsam mit dem Anteil

die 1. Ordnung die noch aufzustellende wahre Kavamatrix der Parameter bild
Es fehlt ferner der zugehorige Parameterbi:Ordnung als geometrische Nichtlinearitatsverzen

Beide Nichtlinearitatsverzerrungen 2. Ordnung giitrdden nicht Gberbestimmten Fall der Variar-
fortpflanzung skalarer und vektorwertiger Beobanbtn beliebiger Dichteannahmen im Raht

dieser Arbdi zu finden. FUr die in der geodéatischen Praxishtigen normalverteilten Beobachtung

1.1 Entwicklungsstand zur spektralen Anal geodatischer Net
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sind mogliche Erwartungswertformen in den DarstgJen jener Verzerrungen auf der Grundlage der

zugehorigen konkreten Dichteannahme der Normalkamtgaufzuldsen.

Die in den Quellen BAFAREND & SCHAFFRIN (1993), TEUNISSEN(1989) und MKID & V AJA (2007)
gezeigten Darstellungen der geometrischen und tdehastischen Nichtlinearitatsverzerrung sollen
fur die dort jeweils angegebenen Bedingungen geltehwerden durch Abgleich mit den Ergebnissen

eigener Entwicklungen verifiziert und zum Teil adalsifiziert.

Die nachfolgenden Entwicklungen beziehen sich aefinl JAGER (1988) und AGER et al. (2005)

dargestellten Grundlagen einer Netzverzerrungskamegs die sich auf alle 0.g. Vernachlassigungen
anwenden lasst. Diese gquantitative und qualiteBiggnessung mindet in das allgemeine Eigenwert-
problem (AEWP) zur Ermittlung der durch jene Vetmassigungen induzierten und voneinander

unabhangigen latenten Netzschwachformen als Tdiggegeometrischen Verzerrungseffekts.

Es fehlt die Anwendung jener Methodik auf den sacis der Fehlertheorie 2. Ordnung oder aus den
Vernachlassigungen im stochastischen Modell derbBeltungen ergebenden Kovarianzmatrix-
zuschlag als Prufling mit Bezugnahme auf die Kamzimatrix in der konventionellen, sich aus der

Fehlertheorie 1. Ordnung ergebenen und unperfdéidem.

Im geometrischen Nivellement wirkt sich die in desdennahen Luftschichten dauerhaft bestehende
Refraktion unmittelbar auf die Lattenablesungenug fihrt so zu zusatzlichen, Gber die reine Mel3-
genauigkeit hinausgehenden und systematisch wigtefrehleranteilen, welche bisher in der geoda-
tischen Praxis weitgehend unberticksichtigt geblietind. Die Ursachen jener Fehleranteile sind die
zeitliche Veranderlichkeit des vertikalen Tempemgtadienten und dessen Stochastizitat. Es ergeben
sich aulRer den zusatzlichen Varianzanteilen hieh &ovarianzen zwischen den als Beobachtungen
eingefuihrten Standpunkthéhenunterschieden, dateri8lenziell zeitlich enger aufeinander folgende
Beobachtungen stéarker korreliert sind als Beobagjgn mit groRerem zeitlichen Abstand. Ebenso
verstarken sich diese zusatzlichen Fehleranteitezomiehmender Geldndeneigung. Beispielsweise
fuhrt ein Uber eine Entfernung von 60 m beobachtetendpunkthéhenunterschied von 1 m auf einen
zusatzlichen stochastisch-systematischen Fehldraaterund+ 0.3 mm fir diese Beobachtung und
entsprache damit einem mittleren Kilometerfehlen wtwa+ 1.3 mm, der die GréRenordnung von
Préazisionsnivellements deutlich Ubersteigt. Hiegind die gerdtebedingten Mel3genauigkeiten nicht
bertcksichtigt.

In nivellitischen H6hennetzen stellen somit die #etationen der beobachteten Standpunkthéhen-
unterschiede stochastisch-systematische Fehlderdar, welche von Awaz (1981) durch eine
Kovarianz- und Autokorrelationsfunktion erstmaligainer Kovarianzmatrix der Beobachtungen sto-
chastisch modelliert werden und so in Summe mitideAGER (1990) modellierten deterministisch-
systematischen Fehleranteilen die Schatzung eipgafianzmatrix der Parameter erlaubt, die keine

Vernachlassigungen im stochastischen Modell debBemtungen impliziert.

1.1 Entwicklungsstand zur spektralen Analyse geoclatisNetze
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In BRUNKHORST (2012a) werden Optimierungskriterien zur Herahsagzder Wirkung jener durch
die Korrelation des vertikalen Temperaturgradienied so originéar physikalisch induzierten Fehler-

anteile gezeigt.

In Lagenetzen mit Richtungs-, Strecken- oder GN&Sidtinienbeobachtungen filhren Zentrierfehler
zu Korrelationen im Beobachtungsmaterial und damnistochastisch-systematischen Kovarianz- und
zusatzlichen Varianzanteilen der Beobachtungersetlee Effekt ergibt sich infolge zufalliger aber

stochastisch-systematisch wirkender Fehler beiktéissung der meteorologischen Daten fir die

Korrektion der elektrooptischen Distanzmessung.

Beide vorgenannten und auf Lagenetze bezogenehkt&ff@irden im Beobachtungsraum bisher nicht
stochastisch modelliert und erzeugen zusatzlicheaKanz- und Varianzanteile im Parameterraum;
die zugehdrigen geometrischen und stochastischekuWgen in Lagenetzen wurden somit bisher
ebenfalls nicht analysiert.

Ergéanzend zu den nicht-zufalligen Fehleranteilengisometrischen Nivellements sind Optimierungs-

kriterien zur Herabsetzung der Wirkung der entdpeaden Fehleranteile in Lagenetzen aufzustellen.

Fur geodatische Netze jeder Dimension fehlt nunefiedie Anwendung der Methodik der spektralen
Zerlegung auf den Kovarianzmatrixzuschlag der Patamwelcher sich unter Bericksichtigung der
physikalischen und der sonstigen Korrelationen Blwsbachtungen ergibt, mit Bezugnahme auf die
Kovarianzmatrix, welche sich bisher ohne BerlcHksjting dieser Korrelationen als konventionelle
Kovarianzmatrix der Parameter ergab.

Diese Analyse soll einen durch deterministischaysttische Fehleranteile (wie z.B. eine falsche

Richtungssatzorientierung) induzierten parametergperzen Kovarianzmatrixzuschlag einschlieen.

Die spektrale Analyse selber ist dabei ein Teibsinoch aufzustellenden Konzepts zur quantitativen
und qualitativen Analyse aller bisher vernachlassignicht-zufalligen Fehleranteile in Lagenetzen,
welches sich dem Analysekonzept fir Nivellemenmetzs BRUNKHORST (2012a) anlehnen wird, auf
der klassischen Netzverzerrung basiert und alseélidhes spektrales Konzept zur quantitativen und
gualitativen Darstellung der Verzerrungen im 1. @hdMloment der Parameterschatzung schlie3lich
auf alle geodatischen Netze anwendbar sein soll.
Dieses spektrale Konzept gilt im nicht-redundarieh auch fir die zum Modellzusammenhang (1.1)
reziproke Varianzenfortpflanzung

x = x(1) (1.2a)

und lasst sich dabei auch ohne Konkretisierungein# spezielle Annahme zur Dichtefunktion der

wahren Beobachtungsfehleanwenden.

Es fehlt dartuber hinaus Software zur ganzheitlidBearbeitung von zweidimensionaler geodatischer

Netzausgleichung und spektraler Zerlegung anhasdlifgemeinen Eigenwertproblems.

1.1 Entwicklungsstand zur spektralen Analyse geoclatisNetze



1 Entwicklungsstand zur spektralen Analyse unchodische Aufbereitung 13

1.2 Methodische Aufbereitung des Themas der Arbeit

Einer Untersuchung der Verzerrung von Parametetachgen muss die Zusammenstellung der dafir
erforderlichen theoretischen Grundlagen vorausgékepitel 2).

Einleitend wird die Existenz und Bedeutung der timifalligen Fehleranteile und deren Uberfiihrung
in den Parameterraum mit einer geometrisch und ateehastisch wirksamen Komponente, welche
in die stochastische quadratische Netzverzerrungdetii erklart. Diese Netzverzerrung bildet bereits
einen wichtigen Ausgangspunkt fur die Bemafiung Verzerrungseffekten in geodatischen Netzen
und fuhrt aufgrund ihrer Eigenschaft, sich als Spoer quadratischen Matrix darstellen zu lasseh, a
das Konzept einer spektralen Zerlegung und so autkine Mdéglichkeit zur Kategorisierung dieser
Verzerrungseffekte. Deren geometrische Komponeilden die sog. latenten Schwachformen als in
der Regel latente Geometriedefizite im stochastisdlodell der Beobachtungen, die also verzerrend
auf eine ausschlief3lich auf zufalligen Varianzdetebasierende Netzgeometrie wirken.

Das Kapitel schliel3t mit detaghastischen Modellierung der beobachtungsbezogeder auf die

Anschlusspunkte bezogenen nicht-zufalligen Feliledéren Uberfiihrung in den Parameterraum.

Kapitel 3 vervollstandigt die zur Themenbearbeit@nfprderlichen Grundlagen mit der Vorstellung

von drei moglichen Methoden zur Quantifizierung deschastischen Verzerrungseffekts relativ zur
herkommlichen Parameterstochastik. Die einleiteazemte Ubersicht der verschiedenen Ursachen
(Induktionen) fur Netzverzerrungen sowie deren Wirien und Kompensationsmaglichkeiten sind

umfassend und grundlegend fiir diese Arbeit.

Eine konzeptionelle Analyse von Verzerrungswirkungpeziell in Nivellementnetzen erfolgte bereits
in der Quelle BRUNKHORST (2012a); die zugehotrige Zusammenfassung bildett&lapund zeigt dort

eine zu dieser Arbeit vergleichbare Methodik fig Aufbereitung des Themas auf.

Kapitel 5 und 6 sind hauptsachlich der eigentlicbatersuchung von Netzverzerrungen gewidmet.

So wird in Kapitel 5 ausschlie3lich die Nichtlinga@r im Beobachtungsmodell als netzverzerrende
Ursache betrachtet und ausgewertet; die resultiergpometrische und stochastische Nichtlinearitats-
verzerrung fuhren auf die Fehlertheorie 2. Ordnulig hier fir den allgemeinen Fall einer beliebigen

symmetrischen Dichteannahme der wahren Beobachahigsals auch fur den speziellen und in der

Geodasie Ublichen Fall normalverteilter Beobachtumdargestellt wird. Eine Restgliedschatzung fir

die Anteile ab 2. Ordnung gibt auf der Basis vondgltannahmen die wahre Parameterstochastik an.

In Kapitel 6 erfolgt schlie3lich die systematisalved konzeptionelle Analyse von Netzverzerrungen
aller Ubrigen mdglichen Ursachen anhand geeignegeavéhlter Beispielnetze. Die daraus erzielten
Erkenntnisse werden zur Analyse von Schwachformegiriem Landesnetzbeispiel angewendet, im
Zwischenfazit erklart und fur die Erstellung vontidperungskriterien zur Herabsetzung der Wirkung

systematischer Fehler in Lagenetzen genutzt. Desleibende Forschungsbedarf wird aufgezeigt.

1.2 Methodische Aufbereitung des Themas der Arbeit
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2 Theoretische Grundlagen

Vorbemerkungen:

Zur besseren Unterscheidung sind Vektoren in digsapitel mit Kleinbuchstaben im Fettdruck und

Skalare ebenfalls mit Kleinbuchstaben aber ohn&lftetk sowie Matrizen ausschlief3lich anhand von
GroRRbuchstaben und mit Fettdruck dargestellt. Grpfie welche im jeweiligen Zusammenhang die
konkrete Festlegung auf einen Skalar oder Vekidntrerforderlich ist, sind gemaf des allgemeineren

Falles als Vektor im Fettdruck dargestellt.

Die Angabe und der Gebrauch von zufallig wirkentfanianzanteilen erfolgt in dieser Arbeit anhand
der dblichen, aus der Fehlertheorie bekanntenssatien Methoden entsprechend des Typs A des
GUM (Guide to the expression of Uncertainty in Measumgn®ie systematisch wirkenden Fehler-
oder Varianzanteile werden hingegen nicht entsgredhdes daftir im GUM vorgesehenen Typs B
behandelt, weil im Sinne des GUM jenen Anteilen iaem quasi-zuféalliger Status unterstellt wird
und dieser nach Ansicht des Autors nicht sachgeéristhStattdessen erfolgt der Gebrauch systema-

tisch wirkender Anteile in der klassischen Trennaaglen zuféllig wirkenden statistischen Anteilen.
2.1 Einleitung

In der Geodasie stellt die gemessene Gldfie sogBeobachtunglar, die im Allgemeinen von ihrem
wahren Wertl abweicht. Diese Abweichung kann sich sowohl audsltigen, die Messgenauigkeit
betreffenden als auch aus bestimmten systematisatsnnicht-zufalligen Anteilen zusammensetzen.
Terminologisch seien in dieser Arbeit die zufalligend nicht-zufalligen Anteile jener Abweichungen

alsFehleranteilebezeichnet.

Fur die Belange dieser Arbeit ist die qualitatived \quantitative Analyse der (verzerrenden) Wirkung
nicht-zufalliger Fehleranteile auf die Geometriad udie Stochastik geodéatischer Netze von zentraler
Bedeutung. Es sollen die verschiedenen nicht-igéil Fehlertypen aufgezeigt und die daraus
resultierenden verschiedenen Netzverzerrungen fienibArten und GréfRenordnungen analysiert

werden.
Nicht-zuféllige Fehlertypen lassen sich einteilen i

» deterministisch-systematische Fetlewie
- grobe Fehler (z.B. falsche Koordinaten einesfegtnschlusspunktdax)
- systematische Fehler (z.B. EDM-Mal3stabsfaktor &iehtungssatzverdrehud])
» stochastisch-systematische Feldlavie
- Vernachlassigungen im stochastischen Modell aebBchtungen aufgrund fehlender

Berlcksichtigung von (zeitabhangigen) Beobadiglarrelationen

2.1 Einleitung
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Mit Hinzunahme der zufélligen Fehleranteilergibt sich die origindre Beobachtuhgomit zu

l=I+e+6+V (2.1)
mit
l = origindre Beobachtung
[ = wahre Beobachtung
€ = zufalliger Fehleranteil
6 = stochastisch-systematischer Fehleranteil
4 = deterministisch-systematischer Fehleranteil

Grundlegend fur die Quantifizierung dieser Verzegswirkungen sind die auf die zu schatzenden
Parameter wirkenden und meistens stochastisch dtedirStérparametdfug,,.;, unterschiedlichen
Ursprungs und die einer Verhaltnisbildung diesdir@irameter zur konventionellen Stochastik der
Parameter folgende Netzverzerrung nach Kapitel Rigse auf die zu schatzenden Unbekannten
bezogenen Stérparameténg,, ., gehen dabei auf die beobachtungsbezogénendV-Fehleranteile

zurick.

Betrachtet werden im Rahmen dieser Arbeit gruntisbtdas Gauf3-Markov-Modell (GMM) mit dem
i.A. nichtlinearen funktionalen Modell fur die Umfaung der wahren Parametémach Beziehung
(1.1a)

I=1l-e=1(® (1.1b)

und dem stochastischen Modé}l= C, der Beobachtungen. Der nicht-redundante Fall fiiabei auf

das Schéatzergebnis nach Beziehung (1.2a) nach eléolfie-der-Kleinsten-Quadrate
% = x(I) (1.2b)

Falls im Zusammenhang mit der jeweils betrachtéragestellung nicht anders erwahnt, gelte fur die

Dichteannahme der wahren Fehleranteithe Normalverteilung.

Die Anwendung der spektralen Analyse als allgenseligenwertproblem (AEWP) mit dem sich aus
den Storparametern ergebenden Kovarianzmatrixzaus$€, . stocn als Vergleichskovarianzmatrix

und der konventionellen parameterbezogenen KowvaratrixC,,,, als Referenzkovarianzmatrix nach
Kapitel 2.2 zerlegt die Netzverzerrung in die Eigerte jenes AEWP und liefert ferner die zu jenen
Eigenwerten gehorigen Eigenvektoren. Daraus erifBieh folgende weiterfihrende Mdoglichkeiten

im Rahmen des spektralen Analysekonzepts:

2.1 Einleitung
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» Ermittlung der latenten Schwachformen des Netzbara der von Null verschiedenen Eigen-
werte des AEWP und den zugehdrigen umgeformtennkedeoren als qualitatives (Netz-)
Verzerrungsmerkmal nach Kapitel 2.2.2.4 und 2.2.2.5

» Diese latenten Schwachformen sind die Tragerfunktiofir die Verzerrung der Geometrie
des Netzes; deren Modellierbarkeit anhand geomob&isStandardformelemente wirde eine
kompakte Darstellung des geometrischen Netzvemgseffekts erlauben.

» Die Referenz- und die Vergleichskovarianzmatrixséas sich als Ausgangsmatrizen des
AEWP uber jene Tragerfunktionen nach Kapitel 22 2. Summenform darstellen und so
stochastisch spektral zerlegen.

» Das Spektrum der nach fallender GroR3e sortiertgrrizverte des AEWP lasst Aussagen uber
Unterschiede zwischen der inneren Struktur der &otionellen Parameterstochastik und der
reinen (stochastischen und parameterbezogenengvengswirkung nach Kapitel 2.2.2.6 zu
und fuhrt zur Notwendigkeit einer geeigneten Benmafider Steilheit des AEWP-Eigenwert-
spektrums als objektivierte TestgroRe dafir (K&@ite.2.7).

Der Kovarianzmatrixzuschla@p,vu:stocn der nicht-zuféalligen Fehleranteile stellt fir deteistisch-
systematische Fehleranteile das dyadische Pro@uk&tdrparameter als deren quadratische Form dar.
Fur stochastisch-systematische Fehleranteile @], p./stocn @US der Abbildung des zugehdrigen
beobachtungsbezogenen und statistisch begrindeteariknzmatrixzuschlags in den Parameterraum.
Die StorparameteVug,., gehen originar in den meisten Fallen auf beobagstoezogene nicht-
zuféllige Fehleranteile zurtick. Kapitel 2.2.3 zaiigther die vollstdndige stochastische Modellierung
der beobachtungsbezogenen nicht-zufalligen sowiaidbt-beobachtungsbezogenen deterministisch-

systematischen Fehlertypen zum parameterbezogemeriknzmatrixzuschlaQy,vurstoch-

2.1 Einleitung
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2.2 Netzverzerrungstheorie und stochastische Netaverrung

Basis fir die Definition der Netzverzerrungsthean damit der Netzverzerrung in der quadratischen
Form nach (2.2) bildet die Betrachtung des Ein#igsgrober Fehler auf die Netzgeometrie, speziell
auf die gesuchten Koordinaten. Die Definition destdNerzerrung geht aufABRDA (1973) zurlick
und wurde anschlieRend vO®RSTNER(1979) weiter entwickelt. In weiterer Fortfihrungirde das
spektrale Modell des allgemeinen EigenwertproblatasAnalysemodell darauf aufbauend hergeleitet
(JAGERet al.2005).

Alternativ zu den groben beobachtungsbezogenerefreldssen sich formal ebenso vernachlassigte
stochastische Fehlerantedein den Beobachtungen annehmen, die schlielilicteiaef stochastische

Netzverzerrung fuhren.

Dazu seien diese Fehlerantedleeunachst als beobachtungsbezogene GroéRen anhariBezehung
(2.28) mitF gemal3 Beziehung (2.27) in den Parameterraum zbagtisch bedingten Storparametern

Vugocn Uberfuhrt:
Viugoen= Fx6=(AT«C; '« A) 1+ AT« C;1 % &
Fur deren Moment 1. Ordnung gilt mit dem Ubergamigdee Erwartungswerte und nfif6} = 0
E{Vigrocn} = E{(AT + €1+ A) 1+ AT 5 €71+ 8} = (AT + €71+ A) 1« AT+ €71 < E{8} = 0
Es ergibt sich die zugehdrige quadratische Forrh d&geR et al.(2005)stichprobenabhéngig zur

diskreten stochastischen quadratischen Netzvemag@ts, ., (1, )

mit

8%0cn (L) = Vityoen * Cos * Vikstocn (2:2)
und
Cuu = Kovarianzmatrix der gesuchten Unbekannten bzwarReter aus strenger Ausgleichung

Vugocn = Stochastisch bedingte Storparameter

Fuhrt man nun fir die beobachtungsbezogenen vedéssiffien stochastischen Fehlerantéildas
folgende dyadische Produkt ein und bildet den Brwgswert, so erhalt man die Vernachlassigungen

im stochastischen Modell der Beobachtungbfy; = E{8 * 67 }. Daraus ergibt sich unmittelbar der
Crurwstoch = Kovarianzmatrixzuschlag aufgrund der stochastisdingten Storparamet@tig,qp

als deren Moment 2. Ordnung nhigeman Beziehung (2.27) zu

2.2 Netzverzerrungstheorie
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Cyuvwistoch = E{Vustoch * VuZtoch} = E{F *8x 8" * FT} =Fx E{6 * 6T} *FT = F « ACy * F"
Kontrar zum Moment 1. Ordnung nB{Vug,.,} = 0 gilt also fur dieses Momen€y,vwstoch # 0-

Im nachsten Schritt erfolgt zur Erzielung der Uriidigkeit von Stichproben der Ubergang auf den

Erwartungswert fii5'2,,., (I, 8) und damit auf die
verallgemeinerte stochastische quadratische Netevamngs?.,., (ACy;)
mit
E{8'%0cn(1®)} = 8200 (ACH) = E{Vulypen * Com * Vibgeocn} = SP{Cus * Couvwstocn}
und so
8etocn(ACY) = sp{Cau * Crupwstoch) (2.3)
Zum Nachweis der ldentit&{Vul,,.;, * Cys * Visrocn} = SP{Cun * Cruvwstoch} Siehe Anhang 2.3.

Die stochastische Netzverzerrudg,,(ACy) lasst sich nunmehr als Spur eines Produktes zweier
quadratischer Matrizen und somit als Spur einedrpteschen Matrix darstellen. Das Konzept der
spektralen Zerlegung jener Verzerrung nutzt diestsache, da die Spur einer quadratischen Matrix
nach AGER et al. (2005) mit der Summe der Eigenwerte aus dpeziellen Eigenwertproblem
(SEWP) der Matrix identisch ist (mit = Spektralmatrix des SEWP):

Ssztoch = Sp(/l) aus SEWP((;& * CVuVurstoch)

Diese Eigenwerte zerlegd,,., quantitativ in einzelne voneinander unabhangigenonenten, die
sich unter Hinzunahme der zugehérigen Eigenvektoesmollstandigen und so Uber eine qualitative

Aussage geometrisch interpretierbar werden.
Ferner lasst sich die Netzverzerruifg,.,, auch anhand eines AEWP mit

A = Spektralmatrix des AEWP

darstellen, da sich die Eigenwerte beim Ubergarfgdas AEWP mitC,,, als Referenzmatrix und

Cruvwstoch @lS Vergleichsmatrix nachUBMUHL & FALK (1984) nicht verandern:

52 ,cn = sp(A) aus AEWP (Vergleichsmatri®pypusstoch, REfErENZmMatrixc,,,)
Jenes AEWP lasst sich mit den Bezeichnungen

A = zuvergleichende Matrix (Geodasie: z.B. Kovaziaatrixzuschla® y,vurstoch)

B = Referenzmatrix (Geodasie: z.B. Referenzkovansatedx C,,,,)

2.2 Netzverzerrungstheorie
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X = Modalmatrix
A; = Eigenwerte bzw. Netzverzerrungswerte des AEWRlau
x; = Eigenvektoren des AEWP aXs

auch wie folgt schreiben:
A*xi—li*B*xiZO (24)

In Kapitel 2.2.2.3 wird gezeigt, wie sich die Ausagamatrizen 4, B) anhand von Tragerfunktionen
darstellen lassen, welche sich aus den SEWP- unyiAEigenvektoren und Eigenwerten ergeben.
Kapitel 2.2.2.4 erklart die auf jenen Tragerfunkga basierenden natirlichen und latenten Schwach-
formen eines geodéatischen Netzes, welche in KapigeP.5 auf das spektrale Analysekonzept flhren.
Die Moglichkeiten jener spektralen Netzanalysednldie technische Grundlage fiir das in Kapitel 6.8

beschriebene Netzanalysekonzept.

2.2.1 Nicht strenge Ausgleichung und deterministié® Netzverzerrung
2.2.1.1 Nicht strenge Ausgleichung

Idealerweise erfolgt die Schatzung der unbekanRarameterx und deren Kovarianzmatrig,.,
durch die Netzausgleichung erwartungstreu, als® alen Einfluss netzverzerrender Wirkungen auf
die Netzgeometrie und deren Stochastik, welchegtabbnde Ursachen haben kénnen und eine nicht

strenge Ausgleichung zur Folge hatten:

» Auftreten grober oder systematischer Fehler inKimordinaten der Anschlusspunkte oder den
Netzbeobachtungen.
Deterministisch-systematische Fehler wirken pridipauf die Netzgeometrie und belasten
die KovarianzmatrixC,, und so das Fehlerbudget eines (unverzerrten) gsoldén Netzes.

* Vernachlassigung stochastisch bedingter Effekte.
Stochastisch-systematische Fehler wirken sich iulldtzgeometrie und deren Stochastik aus
und kdnnen grundsatzlich alle geodatischen Netzdngdreffen. Es handelt sich hierbei i.d.R.
um physikalisch tatsachlich vorhandene aber imhstsiischen Modell der Beobachtungen
nicht bericksichtigte Korrelationen, welche auf3erdite Beobachtungen mit einer zusatzlich
zur reinen Messgenauigkeit wirkenden Varianz bétert Dariiber hinaus stellt auch die Ver-
wendung einer nicht vollstandigen, i.d.R. auf deriéinzen beschréankten Kovarianzmatrix der
Anschlusspunkte in einer dynamischen Netzausglegheine Vernachlassigung in diesem
Sinne dar.
Bei der Anwendung einer hierarchischen anstelleraslynamischen Ausgleichung handelt es
sich ebenfalls um eine Vernachlassigung, weil datag gesamte stochastische Modell der

dynamischen Anschlusspunkte gleich Null gesetatl wir

2.2 Netzverzerrungstheorie
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* Beschréankung auf die Fehlertheorie 1. Ordnung igEgmittlung derC,.,-Kovarianzmatrix.
Dieser Aspekt wirkt sich sowohl stochastisch alshaauf die Netzgeometrie aus und betrifft
prinzipiell keine eindimensionalen Netze (z.B. Nigmentnetze), da deren funktionales
Modell auf bereits linearen Verbesserungsgleicharggruht und nicht Gber Linearisierungen
und den damit verbundenen Unscharfen durch denutbbeiner Reihenentwicklung herbei
gefuhrt werden muss.

Die auslosende Fehlerart kann auchgalasi-systematisdbezeichnet werden.

Die vorgenannten Ursachen missen in der PraxischifuBetracht gezogen werden, da Auswertepro-
gramme fir geodatische Netzausgleichungen die Nzaigeile aus der Fehlertheorie 2. Ordnung
bisher nicht berticksichtigen und mehrheitlich zarafbeitung von Korrelationen und Kovarianzen
des Beobachtungsraumes ungeeignet sind, die aufdéitukr spezielle Modelle und deren Kovarianz-
funktionen aufwandig bereit gestellt werden migg82mRDA 1973, Awaz 1981).

Dabei fiihren Vernachlassigungen im stochastischede\l der Beobachtungen in doppelter Hinsicht

auf eine nicht exakte Schatzung der Parametersgtikha

Zunachst resultiert aus der grundlegenden Bezielfypg- (AT * Cypt * A)_1 eine zu glnstige Para-
meterstochastilC,.,, falls das stochastische Modell der Beobachtur@grzu giinstig angenommen
wurde und umgekehrt eine zu pessimistische Parastatbastik fir den Fall eines zu pessimistisch
angenommenen Modellg;. Aul3erdem ergibt sich stets eine zu unglnstigéit3ohg der Stochastik

der Parameter, falls diese gemaR Beziehung (2@3R)= F * C;; * FT) anhand eines nicht exakten
Modells C;; im MatrizenproduktF = (AT x C;" A)_1 * AT  Cy;* erfolgt, unabhangig davon, ob das
stochastische Modell der Beobachtund@gnzu optimistisch oder zu pessimistisch eingefiihrtdeu

also die Vernachlassigungdi€;; fur C;; positiv oder negativ wirken.

Zur Beweisfuhrung der stets gunstigsten Parametdrastik einer strengen Ausgleichung mit einem
strengen stochastischen Modell der Beobachtuge# AC;; im MatrizenproduktF der Zielformel
(2.29b) im Vergleich zu einer nicht strengen Auszjlang mit einem vernachlassigtem stochastischen
Modell C;; in F sei unter der Annahme der tatsachlichen BeobaghstochastilC,; + AC;; diese als
Multiplikand der symmetrischen Produktbildung inZ@b) eingefihrt. Die sich zwischen strenger und
nicht strenger Ausgleichung ergebende Differenzmatr zugehdrigen Parameterstochastiken ergibt

sich nach Varianzenfortpflanzungsgesetz als dielgische Form der (eindimensionalen) Differenz

0, = (Feysacy — Fey) * Orem (2.28) 2u
Cdd =
= (FCll"'ACll - FCu) * (Cy + ACy) = (F£u+ACu - Fgu)

= FC”+AC” * (Cll + AC”) * FC”+AC” - FC”+AC” * (Cll + AC”) * Fgu

2.2 Netzverzerrungstheorie
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~F¢, * (Cy + ACy) * Fgyinc, + Fey, * (Cu + ACy) + Fg,

=(AT*x(Cyu+AC)) A1+ AT * (Cy+ACy) t* (Cy+ ACY) * (Cy+ ACy) t + A
* (AT (Cy+AC)™ 1+ A

—(AT* (Cy+ACy) P« A) P+ AT« (Cpp + AC) ™+ (Cy + ACy) * (€)™t + A
* (AT + (Cy)™tx A7

—(AT* (C) P x AT AT+ (€))7 (Cyp+ ACY) * (Cy +ACy) T+ A
* (AT (Cy+AaC) 1+ A)!

+AT# (C) T+ AT AT X (€))7 (Cy + ACY) * (Cp)™H + Ax (AT + (€)™t + A7
=A@+ (Cu+ACY) T+ AT+ AT+ (Cyu+AC) ™" xAx (AT + (Cy + ACY) ™'+ A)7!
—(AT* (Cu+ACY)™ + AT+ (AT + (€)™ )+ (AT + (€)' + A)7T
—(AT+ (C) T+ A)T H (AT (C) T x A+ (AT (Cy+ACY) T+ AT
HAT* (C) T+ AT HATH (C) T # Cyx (C)THx Ax (AT + (€)™t + A)7!
+AT# (C) T F AT AT H (€T H A+ (C)THx A (AT (€)M + AT
= (A" * (Cy+ACY) ™+ A) T =(AT * (Cy + ACY) ™+ A) 1 =(AT + (€)' + A7
+F¢, * Cy+ Fg, + +F¢, * ACy * Fg,
=—(AT* (Cy +ACy) ™" * A)™" + Cyx + F¢, * ACy + Fg,
Caq = Cxx + Fey x ACy * Fg —(AT * (Cy + ACy) ™t + A)7!

Die DifferenzmatrixC,4, der Parameterstochastiken beider Ausgleichungstigtedie Differenz aus

der auf ein strenges stochastisches Modell der &duwbngen bezogenen konventionellen Kovarianz-
matrix der Paramete{rcxx + F¢, * ACy * FE”) und der auf dasselbe Beobachtungsmodell bezogenen
Parameterkovarianzmatrix der strengen Ausgleichuig: (C;; + ACy;) ™1 * A)~1. Matrix C44 folgt
gemal dem oben gewahlten Ansatz dem Bildungsgfisegeodatische Parameterkovarianzmatrizen
und ist daher positiv (semi-) definit. Dies fuhuf @er rechten Gleichungsseite VB, zu einer stets
positiven Differenz und somit zu einer gegenubermieht strengen Ausgleichung stets kleineren und
daher optimal gunstig geschatzten strengen Parswoetgianzmatrix(A” = (C;; + ACy) ™1 * A)71L.

Das Vorzeichen vodCy; ist diesbeziglich erkennbar ohne Bedeutung. Welgenm Ansatz fur die
Entwicklung voncC 4,4 auftretenden quadratischen Form ist das Vorzeicdleerdarin vorgenommenen

Differenzbildung zwischef ¢, x¢,, UndF ¢, ebenfalls bedeutungslos.

2.2 Netzverzerrungstheorie
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Diese parameterbezogene stochastische Wirkljggeiner nicht strengen Ausgleichung lasst sich im
Sinne des Kovarianzmatrixzuschla®ys, . stocn der stochastisch bedingten Storparameter in (243) z
Ermittlung der (verallgemeinerten) Netzverzerrunggipretieren und im Kontext mit Aussagen uber
latente Netzschwachformen als Vergleichskovariatzrd in die Beziehungen (2.4) und (2.8) bis

(2.13) zur Bezugnahme auf eine ReferenzkovarianpmBitin ein AEWP einfuhren.
2.2.1.2 Deterministische Netzverzerrung und Zusatgvameterschlupf

Die verallgemeinerte stochastische Netzverzerrtellf also eine Maf3zahl fir die Abweichung einer
nicht strengen von einer strengen Ausgleichungsi@slar, skaliert im Schrittmaf der Varianzen der
Parameter aus der strengen Losung. Aus der stettast Netzverzerrung als quadratische F&6fm
ergibt sich die zugehdrige deterministische Netzweung als deren einfache, nicht-quadratische
Form §, dad? infolge der Theorie zur Fortpflanzung nicht-zufgr Fehleranteile Erwartungswert-
eigenschaft fur die adaquate deterministische Gé8emaR (2.25c) mit skalarwertigefn= § hat.

Die Bedeutung der deterministischen Netzverzerdasgt sich Uber die Anwendung der Cauchy-
Schwarzschen-Ungleichung §RSTNER 1979) zeigen, die fir die beliebige Funktion deraeter

@(u) gemal
5 * oy = Vo(u) (2.5a)

eine Obergrenze der Verfalschung w(u) bzw. ihrer geometrischen Verzerrungswirkung(u)

unter dem Einfluss der deterministisch induzieitodellstérung liefert (AGER et al. 2005).
Fir die stochastische Netzverzerrung als quadnatiBormé? gilt diese Eigenschaft entsprechend:
Ssztoch * 0—5 = quJ(Vu) (2.5b)

Fir die Betrachtungen dieser Arbeit sei die RetgtevarianzmatrixC,, zwar die (strenge) Kovari-
anzmatrix der Parameter des untersuchten geodétigdbtzes, jedoch generell beschrankt auf die

SubmatrixC,,, welche die Varianzen und Kovarianzen der Netzitimaten enthélt.

Im diskreten Fall gilt nach ABER et al.2005)aulRerdem fiir die stochastische Netzverzerfiifig,,

die formale Partitionierung
g?toch = 6_"121 = 6_"?26 + u; (26)
mit den stochastischen quadratischen Netzverzezrung

8’2 = der Gesamtheit aller Parameter

8'2 = der Netzkoordinaten

sowie dem keine Verzerrung im eigentlichen Sinnstdenden

2.2 Netzverzerrungstheorie
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u? = Schlupfanteil der Zusatzparameter

Die einfache Form des auf die Zusatzparameter leemogAnteilsu, heil3t nach AGER et al.(2005)
Zusatzparameterschlupind lasst sich in der quadratischen Farfngemal? BL & JAGER (1986),
HAHN & JAGER (1987) und KEIN (1999) wie folgt berechnen:

T T T -1 T
_ sttoch * BZ * Pll *Az * (AZ * Pll * Az) * AZ * Pll * BZ * sttoch

2
0o

uz

(2.7,

mit dem aufVug,,., Dezogenen Subvektor
Vz,ocn = Vektor der auf die Zusatzparameterirkenden, stochastisch bedingten Stérparameter
und der Submatrix der DesignmatBxzur Umformung von Stérparametern in den Beobagjstaum
By = auf die Zusatzparameteibezogene Designmatrix zur Umformung von Stérpatame
Dabei gilt fur jene Umformung von Stdrparamet@un,, ., in den Beobachtungsraum die Beziehung
V = Vi=B* Vg (2.8a)

Beziehung (2.8a) lautet auf die Zusatzparametevderr

Vz = Vizg =Bz *VZsoch (2.8b)

Der Zusatzparameterschlupf, hat fir die Belange der Analysen dieser Arbeitn&eiveitere

Bedeutung.
2.2.2 Allgemeines Eigenwertproblem (AEWP)
2.2.2.1 Numerische Lésung zur Ermittlung der Eigenwrte in Abhéngigkeit der Eigenvektoren

In der allgemein Ublichen Form werden die Eigenoekt als sog. Rechtseigenvektoren verwendet;

die dazu aquivalente Form mit Verwendung von Liidesevektorerx; lautet:

xI'«A —xI'«;xB =0
xI'«A = xI «Bx )

xTxAxx; = x7 «B*x;* A

Dies fuhrt auf den im Zuge der s@jmultanen DiagonalisierungichtigenRayleigh-Quotientgrhier
im Zusammenhang mit dem AEWPABKERT & DANKERT 2011, BRIANI & ADHIKARI 2008):

xl * A= x; .
x; * B *Xx;

2.2 Netzverzerrungstheorie
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2.2.2.2 Simultane Diagonalisierung und Kovarianzmaixvergleich

Die simultane Diagonalisierung dient unter andedem Verprobung berechneter Eigenvektoren und

nutzt dabei den Rayleigh-Quotienten unter Verwegdotgender Uberlegung:

Gleichung (2.4) geht bei Verwendung der identischtrix I (Einheitsmatrix) als Referenzmatrix

B(B = 1) in das spezielle Eigenwertproblem (EWP) Uber silzts dann schreiben lasst als
Axx;— A;ixI+xx;= 0
bzw.

Axx;j— A;xx; = 0 (2.10)
Der Rayleigh-Quotient tberfuhrt sich in diesem &all die Form

Asz*A*xsz*A*xsz*A*x (2.11
xT « B *x xT *I*x xT x x

Zur quantitativen BemalRung der Verzerrung des Matiiflings A in Bezug zur Einheitsmatrik als
Referenzmatrix — betrachtet als spezielles EWP Apda (B = I) — dienen aber ausschliel3lich die

Eigenwertel; in jenem Zusammenhang sind die Eigenwerte sdeWerzerrungswerte anzusehen.

Ergénzend stellen die Eigenvektorerausschlie3lich das qualitative Verzerrungsmerkdaal und
ergeben sich im speziellen EWP stets als Einhditeven, so dass die richtige absolute Grol3e der
vollstdndigen Verzerrungskomponenten durch skaMrtdtiplikation der Eigenvektoren mit den
zugehorigen Eigenwerteherhalten wird.

Die Einheitsvektoreneigenschaft der Eigenvektorarspeziellen EWP folgt aus dessen Definition,
die in der Form nach Gleichung (2.10) fir eine d&&ttete Matrixd nur mit Einflhrung einer zusétz-
lichen Bedingung — hier die Normierungsbedingungdié Eigenvektoren als Einheitsvektoren — eine
eindeutige Losungsmende= {X4, A4} liefert.

Fur den Nenner des Rayleigh-Quotienten als eukligisNorm jedes Eigenvektors gilt 86« x = 1

bzw.XT x X = I und wegerX~! « X = I auchX” = X~ im speziellen EWPX ist also orthogonal.

Eine Ruck-Ubertragung dieser Uberlegungen auf gemeine EWP muss beriicksichtigen, dass in
diesem Falle der Matrixpriflingl nicht gegen die Einheitsmatrik sondern gegen eine beliebige

Matrix B # I als Referenzmatrix abgeglichen wird.

Die zugehorige Normierungsbedingung geht daherdesrFormx” « x = 1 des speziellen EWP (ber
in die Formx” * B x x = 1 des allgemeinen EWP mit MatrB anstelle Matrix.

Im Rayleigh-Quotienten ergibt sich somit:

2.2 Netzverzerrungstheorie
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s xTxAxx xTxA*x T
= = = X * * X
xT xB xx 1

Die simultane Diagonalisierung wird daher durclyéslide Aussagen gebildetRBCKER 2004):

1. xT*B*x = 1bzw. XT * B* X = I(—> Rechenprobe fiir die Eigenvektoren)  (2.12)
2. xT«Axx = 1 bzw. XTxAxX = A (2.13)

Die simultane Diagonalisierung kann dartber hinfiusden Vergleich zweier Kovarianzmatrizen
verwendet werden. Fragestellungen dieser Art gpiel8. in der Ingenieurvermessung eine Rolle,
wenn eine parameterbezogene Kovarianzmatrix, wettibetatsachlichen Verhaltnisse angibt oder
sich auf einen Netzentwurf bezielatéachlicheKovarianzmatrix), auf die Einhaltung vorgegebener
Parameterstochastiken, die anhand einer sog. Kiriteratrix kinstlicheKovarianzmatrix) vorliegen,

gepruft werden soll.

Dazu fuhren NEMEIER & ZIEGERT (1983) zun&chst einen beliebigen Funktionsvektder Parameter
u nachg(u) = fT = u ein und gehen tber auf die gemaR Varianzenfortpfiagsgesetz resultierende
und auf die ReferenzkovarianzmatBxbezogene Varianz, = f" « Cyy*f = fT*B+f = 05 _.
Derselbe Ansatz lautet auf die zu vergleichendeakanzmatrix4 bezogen'crqz,A = fT « A= f. Wird
nun MatrixB als eindatsachlicheKovarianzmatrix und Matrid als einekiinstlicheKovarianzmatrix

interpretiert, so ist ein Vergleich beider Matrizzmhand des Quotienten beider quadratischer Formen

2 T* * . . . . .
gemaﬂ;ﬂ = fr*ﬁ*f moglich und flhrt dabei Uber formale Analogien deh Rayleigh-Quotienten
¢B

gemal Beziehung (2.9a), aber in diesem Falle rigldgen Funktionsvektof anstelle eines Eigen-
vektorsx; aus dem AEWP. NachAKX MIERLO (1982) gilt mit Einfuhrung der AEWP-Eigenwertg
fl=Axf

Die tatsachliche Kovarianzmatr® ist folglich als besser oder genauer im Verglaoh kinstlichen
Kovarianzmatrix4 und somit die Genauigkeitsvorgaben jener Kriternatrix als erfullt anzusehen,
falls 1,,;, > 1.

Auf diese Weise reduziert sich der Vergleich zwélewarianzmatrizen4, B) auf den Vergleich der

H 2 2
beiden Skalareq,A unda(pB.

2.2.2.3 Darstellung der Ausgangsmatrizerd B) mit Tragerfunktionen aus (4;, x;)

Es soll eine Mdglichkeit gefunden werden, die Augganatrizen4, B) des AEWP mit geeigneten

Tragerfunktionen darzustellen. Dafur lasst sichicbleng (2.13) zunachst umformen zu:
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XT+xAxX = A
AxX = (XT)_l*/l
A= XDHTxAxXx1

Mit
X=xHr (2.14)
erhalt man
A=X*xAxXT (2.15a)
bzw. in Summenschreibweise
u
A=) (%7 1) (2.15b
1
Analog ergibt sich aus (2.12):
XT«BxX =1
BxX = (X)) 1«1
B=XYTxI+Xx1
Mit (2.14) erhalt man
B =Xx+XT (2.16a)

bzw. in Summenschreibweise

u
B = Z(Ei * X7 ) (2.16b
1

Tragerfunktionen zur Darstellung der Ausgangsmaitri@d, B) in Summenschreibweise sind die Vek-
torenx;, die sich aus der inversen Eigenvektormatrix (Mimddrix) (X~1)T des allgemeinen EWP

berechnen und so nicht mit den origin&ren Eigerorekt des allgemeinen EWP identisch sind.

Es lasst sich ferner nachweisen, dass sich digggeffunktionen als Funktion der Eigenwettg und

EigenvektorerX z des speziellen Eigenwertproblems \Bigemar
B = Xpx*Ag* Xk (2.17)
sowie der EigenvektoreXi des allgemeinen Eigenwertproblems vbandB zu

X=BxX (2.18)
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darstellen lassen. Die Tragerfunktionen lassen aisb nicht ausschlief3lich als Funktion der Eigen-

werte und Eigenvektoren des speziellen Eigenwdstpnas vonB darstellen.
2.2.2.4 Naturliche und latente Schwachformen

Naturliche Schwachformen:

Das natirliche stochastische Budget eines geotlétisiletzes beruht auf den ausschlie3lich zufallig
wirkenden Varianzanteilea der Beobachtungehund lasst sich auf die Parameter bezogen darstelle
als deren konventionelle Kovarianzmate€ly,, € bzw. als die Submatri€,, der Netzkoordinaten. Im
Sinne einer geodatischen Kovarianzmatrixdgf quadratisch und symmetrisch und lasst sich daher
anhand des speziellen Eigenwertproblems (SEWP)eirsdmmenform (2.15b) — m4 = C,.,, und

den Eigenwerterd; und Eigenvektorerx; auf das SEWP voA bezogen — spektral zerlegen. Dabei
sind alle Summanden aus (2.15b) voneinander ungld&tovarianzmatrizen, von denen jede fir

sich einen individuellen Anteil des natirlichencétastischen Budgets der Netzkoordinaten enthélt.

Die naturlichen Schwachformen ergeben sich anhandié Metrik tragenden Eigenwertgaus dem
auf dieC,,-Matrix angewendeten SEWP sowie anhand der ausSIEWP aul3erdem resultierenden
dimensionslosen und orthonormalengMEIER 2008) Eigenvektorew;, welche formgebend wirken.
Zur Erzielung vorix; ist die Wandlung der origindren Eigenvektorgndes SEWP nach Beziehung
(2.14) entbehrlich, dX im SEWP orthogonal und so= (X~1)T = (X7)T = X. Alternativ ist die-
selbe Losungsmenge= {4;, x;} auch aus dem AEWP erzielbar, falls dort die Eitdmeatrix I als
ReferenzmatrixB, alsoB = I, eingefuhrt wird. Somit bildet die EinheitsmatfiXormal die Referenz-

matrix fur die natirlichen Schwachformen.

Auf diese Weise stellt jede natirliche Schwachfatep auch eine geometrische Komponente dar, die
verzerrend auf eine idealisiert angenommene variamd so auch widerspruchsfreie Netzldsung wirkt
und infolgedessen als gleich wahrscheinliche Fomeidhungskomponente zwischen Soll- und Ist-

Geometrie gemanR Jager et al. (2005) eingeflhrtemekdnn zu

Vi=ici* ;= my (2.19)
mit
¢ = Stochastisch unabhéngige, N(0,1)-verteilte meariable(= N(0,07 = 1))
A = Eigenwert vorc,,,, bzw.C,,
m; =x; (Ix;| = 1) als Tragerfunktion der spektralen Anteile

Es ist zu beachten, dass sich alle Komponentem eatérlichen Schwachforn; gemaf Beziehung

(2.19) vorzeichengerecht ergeben und somit zwaSdrevachformV; im Ganzen, also fur alle ihre
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Komponenten, auch mit umgekehrtem Vorzeichen argagaverden kann, nicht aber nur teilweise.

Auf nur einzelne Komponenten bezogene Vorzeichehaasind somit nicht zulassig.
Latente Schwachformen:

Grundlage der latenten Schwachformen sind systeamtvirkende Varianz- und Fehleranteile der
Beobachtunget, welche deren stochastisches Modell der aussdibheRufallig wirkenden Varianz-
anteileC, mit zusatzlichen Varianzanteilen und Kovarianzefrdchten und sich ihrer Ursache nach
in stochastisch-systematische Anteil€éz.B. Zentrierfehler der optischen Lote) und deterstisch-
systematische Anteilg (z.B. falscher EDM-Mal3stabsfaktor) einteilen lasdeariber hinaus werden
latente Schwachformen auch von denalasi-systematischu bezeichnenden Fehleranteilen (siehe
Kapitel 5) verursacht, die auf der Vernachlassiguog Anteilen ab der 2. Ordnung im Rahmen der

Linearisierung von Funktionen= f (1) beruhen.

Jene Kovarianzen und zusétzliche Varianzanteildehilgemeinsam mit dem auf zuféllig wirkende
Varianzanteile beschrankten Modé€l} das vollstandige und somit wahre stochastischeelatkr
Beobachtungert;, welches daher auf die wahre Kovarianzmatrix demafeter flhrt. Der zur sich
auf e-Anteile beschréankenden (konventionellen) Kovanmatzix der Paramete€,,, € bestehende
Kovarianzmatrixzuschlag, stellt die stochastische Komponente der latentdmv&chformen dar und
weist in seinen Varianzen meistens eine geringetdé&hordnung als die Varianzen dlig, € auf,
obwohl der umgekehrte Fall ebenfalls mdglich isivEementnetzZTestschleife Koblens. Kapitel
3.3.6).

Die zugehbrigen geometrischen Komponenten ergelobnuster Berlcksichtigung vof@,,, € als

Referenzkovarianzmatrix und n@}, (Cyyurwstoch) als Vergleichskovarianzmatrix gemali AEWP mit

A; = dimensionsloser Eigenwert aus dem AEWP
m; =x; als Tragerfunktion der spektralen Anteile
wie folgt
V,=2;* m (2.20)

Zur Ermittlung der die Metrik tragenden Tragerfuokenx; sind zuvor die origindren Eigenvektoren
x; des allgemeinen EWP gemaf (2.14) umzuwandelin.

Jene geometrischen Komponenten sind die latentewe@thformen im eigentlichen Sinne, wirken auf
die sich aufe-Anteile beschréankende ausgeglichene Netzgeomedrizerrend und stellen so latente
Geometriedefizite im stochastischen Modell der Bebibungen dar. Dabei wachsen die Betrage jener
Verzerrungen mit der GroRRe der systematisch wirkendarianz- und Fehleranteile, deren genaue Art

wiederum die Richtungen der Verzerrungen beeinfluss
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Somit bildet die konventionelle Parameterkovariaatzir C,.,, € die Referenzmatrix fir die latenten
Schwachformen. Den Aussagen zu den natirlichen &difarmen und aus Kapitel 2.2.2.6 folgend
ergibt sich demnach der Analogieschlu3, dass ailickli&é natirlichen Schwachformen formal eine
Referenzmatrix, namlich die Einheitsmatfixexistiert. Der Ubergang zwischen den natiirliched
den latenten Schwachformen erfolgt also neben ddraBhtung unterschiedlicher stochastischer

Vergleichssituationen auch mit der Einfiihrung veisdener stochastischer Referenzsituationen.
2.2.2.5 Hauptschwachform und spektrales Analysekoept

Die Darstellung der Ausgangsmatrizen (insbesontfergleichsmatrixA als z.B. Kovarianzmatrix-
zuschlagyurwstocn) IN der Summenschreibweise von (2.15b) fuhrt asf spektrale Analysekonzept
der Schwachformen einer nicht strengen Ausgleichung

So ergeben sich die natirlichen Schwachformen eugwwendung des speziellen EWP auf die kon-
ventionelle Kovarianzmatrix der Paramefgy, bzw. auf deren Submatri,, der Netzkoordinaten.

Die latenten Schwachformen werden hingegen audeendung des allgemeinen EWP @jf, als
Referenz- und des Kovarianzmatrixzuschl@@$p..stocn der stochastisch bedingten Stérparameter

als Vergleichskovarianzmatrix erhalten. Siehe dameils auch das Kapitel 2.2.2.4.

Bei den natirlichen und latenten Schwachformerhétptsachlich die zum maximalen Eigenwert
Amax UNd seinem Eigenvekton,,,, gehérende soddauptschwachfornvon Bedeutung, die sich als

Hauptkomponente od&rincipal ComponenfNIEMEIER 1982) nachAGERet al. (2005) ergibt zu

Vmax =W lmax * Mpax (221)

und im Falle eines die Netzverzerrung dominierenderimalen Eigenwertek,,,,, auch die Summe
aller (stochastisch bedingten) Schwachformen alkdeen zwischen Soll- und Ist-Form dominiert,
wie es fur langgestreckte geodatische Netze typsiciNachgeordnete Schwachformen werden dann

bedeutungslos.

Spektrale Analysekonzepte dienen der UntersuchendNdtzqualitéat bei gegebenem Netzdesign und
stochastischem Modell der Beobachtungskomponewteme Beteiligung echter Beobachtungswerte
kommt dabei das Verfahren der Netzplanung oder @gkeitsvorbetrachtung zum Zuge. Es besteht
somit die Mdglichkeit einer allgemeinen spektraetzoptimierung auf Basis der spektralen Netz-

analysekriterien wie Bilanzierung und Hierarchi@Eigenwerten und zugehorigen Schwachformen.
2.2.2.6 Interpretation des Eigenwertspektrums ausem AEWP

Grundsatzlich lasst sich der Unterschied im staid@sen Verhalten der Neupunkte eines geodati-
schen Netzes zwischen der Wirkung zufalliger uratespatischer Fehleranteile Uber das Eigenwert-

spektrum des allgemeinen Eigenwertproblems (AEW&igieren:
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Dazu sei zunéchst das Eigenwertspektrum des sleezigigenwertproblems (SEWP) der Kovarianz-
matrix der Parameted fir den konventionellen Ansatz betrachtet, dad-afle einer einheitlichen
Stochastik weitgehend unkorrelierter Netzpunkte Bigenwerte gleicher GroRenordnung flhrt, sich

also homogen ausbildet:

Spektralmatrix, aus SEWP(Matrid) ~ Einheitsmatrix

Ein deutliches Gefélle innerhalb der GrélRenordndeg Neupunktgenauigkeiten fuhrt hingegen wie
Korrelationen zwischen diesen Netzpunkten zur Bitplaines steilen Verlaufes der nach absteigender
GroRe sortierten Eigenwerte des SEWP. AufgrundAdgrivalenz des SEWP zum AEWP — mit der
Einheitsmatrix als Referenzmatrix — kann die S&illdes SEWP-Eigenwertspektrums als Grad der
Abweichung der konkreten Netzstochastik vom Iddladfer durch die Einheitsmatrix reprasentierten,

vollstdndig homogenen Netzstochastik vollstandilgourelierter Neupunkte angesehen werden:

Spektralmatrixl, aus SEWP(Matrid)

Spektralmatrixd aus AEWP(Vergleichsmatrig, Referenzmatrix)

Diese Uberlegung lasst sich auf die Gegenuiberateltler Netzstochastiken uibertragen, wie sie sich
jeweils aus den zufalligen oder systematischenaviaenteilen ergeben, indem formal die Einheits-
matrix als Referenzmatrix durch die Kovarianzmatie Parameter nach dem konventionellen Ansatz
(B) und die zuvor im SEWP betrachtete und gegen tlibdiissmatrix abgeglichene Kovarianzmatrix

A durch den Kovarianzmatrixzuschlag ersetzt wird,sileh durch die zusétzliche Modellierung syste-
matischer Fehleranteile fir die Stochastik der Nalfe ergibt. In Fortfihrung dieser Analogie tritt

an die Stelle des zuvor betrachteten SEWP-Eigespektrums das Eigenwertspektrum aus dem
AEWP, dessen Steilheit nunmehr den Grad der Abweiglzwischen der durch systematische oder

zufallige Varianzanteile bedingten Netzstochastigibt:
Spektralmatrixd aus AEWP(Vergleichsmatrid, ReferenzmatrinB)

Dabei kann die Verifizierung der Steilheit des {igoten) AEWP-Eigenwertspektrums Uber den

(prozentualen) Anteil (als Machtigkeit) des ersfand damit grof3ten) Eigenwertes an der Summe
aller Eigenwerte, welche die sogenannte Netzvaragrdarstellt, erfolgen, falls dieser Anteil 50 %

der Netzverzerrung Uberschreitet und so die Dornzirther zugehdrigen latenten Hauptschwachform
anzeigt.

Ein allgemeingultiger Ansatz zur Quantifizierung @&teilheit von Eigenwertspektren ist in Kapitel

2.2.2.7 angegeben.

Im (idealisierten) Falle eines vollstandig homogeA&EWP-Eigenwertspektrums bestiinde Identitat in

der inneren Struktur von Vergleichs- und Referemakianzmatrix, die sich per Skalarmultiplikation

2.2 Netzverzerrungstheorie



2 Theoretische Grundlagen 31

mit dem einheitlichen Eigenwettauf die Vergleichskovarianzmatrix abbilden lieB&z beiden Uber
ihre jeweilige Kovarianzmatrix in das AEWP eingefi@m Stochastiken der Netzpunkte wirden sich

lediglich in ihrer GroRenordnung unterscheideny albenfalls dieselbe innere Struktur aufweisen:
A=1*B

Im Umkehrschluss gilt, dass wachsende Unterschiredier inneren Struktur der beiden anhand des
AEWP verglichenen Netzstochastiken zur VergroRedergSteilheit des AEWP-Eigenwertspektrums

und damit zur Erhéhung der Dominanz der latentempitshwachform flhren.
2.2.2.7 Quantifizierung der Steilheit von Eigenwespektren

Das Spektrum der nach abfallender GroRe sortidtiganwerte des speziellen Eigenwertproblems
liefert anhand seiner Steilheit Aussagen Uber dimébenitat der Stochastik der Neupunkte und darin
enthaltene Korrelationen sowie Uber langwellig witde Fehleranteile in den Netzbeobachtungen.
Die Steilheit des Eigenwertspektrums des allgenmeiEigenwertproblems zeigt hingegen den Grad an
Unterscheidung der inneren Struktur der durch lig&bzw. systematische Varianzanteile indizierten
Neupunktstochastiken an. Diese auf die Steilheit Eigenwertspektren bezogenen Aussagen sind

bisher nur tendenziell und in keiner Weise quanéft oder objektiviert.

Eine Moglichkeit zur Bemalf3ung von Steilheitsaussdggsteht in der Betrachtung der fiir die Steilheit
eines Spektrums maf3geblichen Entwicklung der Gnaf§béltnisse der ersten drei Eigenwerte gemaf

ihrer Reihenfolge. Jene Entwicklung ist durch d@sm&ardformelement einer Parabel zweiten Grades
y=a*x’+hbxx+c (2.22)
eindeutig beschreibbar, indem die Stitzstellerus den drei laufenden Nummern dieser Eigenwerte
x1=1, x, =2, x3=3
und die Stutzwertg aus den Eigenwerten selber
Yi=4, Y2=22 ¥3=43

gebildet werden. Die unbekannten Koeffizienteneliézarabel ergeben sich zu

q= V3—W _ Y2—W
(23 —x1) * (x3 —x3)  (xz —xq1) * (x3 — x3)
V3 =Yy
a= 32 1_(3’2_3’1) (2.23a
Y2—01
b= —(xp +x1)*a
(x2 — x1) 2 !
b=y,—y,—3%a (2.23b)

2.2 Netzverzerrungstheorie



2 Theoretische Grundlagen 32

c=y,—axx?—bxx,
c = 1—a-— . C
y b (2.23¢)

Als Testgrof3e fur die daraus ableitbare Steilhest Bigenwertspektrums sei die Tangentensteigung im
ersten Eigenwert aussagefahig, welche sich — er inrdiesen Zusammenhang ausschlieBlich interes-

sierenden absoluten Grél3e — ergibt zu
1l = 1f"(e)l = 2 a*x; + bl (2.24)

und sich in Form eines die Steilheit anzeigendaarReters beim speziellen Eigenwertproblem auf
die innere Struktur der Neupunktstochastik und ballgemeinen Eigenwertproblem auf die Unter-
scheidung der inneren Strukturen der auf zufalipw. systematische Varianzanteile zuriickgehenden
Neupunktstochastiken bezieht, jedoch ausweisliobsilBildungsgesetzes linear von der Grélienord-
nung der Stltzwerte abhangig ist. So wirde sictdéiér spezielle Eigenwertproblem — beispielsweise
im Falle einer Verdoppelung der Eintrage der Kaazimatrix — die Testgrol3e ebenfalls verdoppeln,
da sich damit alle Eigenwerte als Stiitzwerte vepetipn, obwohl die innere Struktur der betrachteten
Kovarianzmatrix unverandert bliebe. FUr das allgem&igenwertproblem wirden sich im Falle einer
Verdoppelung der Eintrage der Vergleichskovariartambei unveranderter Referenzkovarianzmatrix
die Eigenwerte und damit die Testgroéf3e ebenfalidogpeln, obwohl sich dadurch keine zusatzlichen
strukturellen Anderungen zwischen den durch diddsebeteiligten Matrizen abgebildeten Neupunkt-
stochastiken ergaben. Formal tritt hier die Refekemarianzmatrix an die Stelle der ebenfalls unver-

anderten Einheitsmatrix aus dem speziellen Eigepnadslem.

Mit der Eigenschaft der TestgroR3e, fur die innerelkur von Neupunktstochastiken aussagefahig zu
sein, erscheint deren Entlastung vom Effekt deolabsn Grof3enordnung der Eigenwerte jedoch sinn-
voll; auf jene Weise wirden durch die neue Testgméstitzte objektive Vergleiche der Steilheit von
Eigenwertspektren unterschiedlicher Netze ermoglidlese Entlastung kann grundsatzlich durch die
Normierung der Summe der Eigenwerte auf eine diindte? Gro3e erfolgen, welche in Anlehnung an
die Ubliche prozentuale Angabe der Machtigkeit e{iHaupt-) Schwachform an der Netzverzerrung
als prozentualer Anteil des grof3ten EigenwertedeanSumme aller Eigenwerte zweckmalligerweise
auf 100 festgesetzt sei. Anstelle der originaregeiiverte sind daher deren prozentualen Anteile als

Stutzwertey in die vorstehenden Beziehungen einzufiihren.

Fir das Beispiel defestschleife Koblenmit einer dominanten nattrlichen Hauptschwachfolen

Machtigkeit 61.29 % und eines somit steilen Veraufles zugehdrigen Eigenwertspektrums ergibt
sich aus den prozentualen Eigenwerten (1. = 6228,15.32, 3. = 6.81) des auf die konventionelle
Kovarianzmatrix der Parameter angewendeten spezi&igenwertproblems eine Steilheit von 64.7;
mit Verwendung der originalen Eigenwerte (1. = 0048, 2. = 0.000012, 3. = 0.000005) ergibt sich
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fur die Tangentensteigung hingegen lediglich eirrtWen 0.0000505, der nicht der Vorstellung eines

steilen Kurvenverlaufes entspricht.
2.2.3 Stochastische Modellierung nicht-zufalliger &hlertypen

Die deterministisch-systematischen Fehlerant@ilsind meistens zeitabhangig. Obwohl sie dabei
nicht stochastischer Natur sind, vergroert ihrfless das Fehlerbudget einer Beobachtingd
somit auch die resultierende Kovarianzmatrix deraPeterC,, gegentber ihrer auf die zufalligen
Fehleranteilee beschrankten Forr@,,, € um den Zuschlag,, v, welcher Gegenstand der folgenden

Betrachtungen sein sollA3ER & L EINEN 1992).

Zunachst gilt fur die Erwartungswerte der zufalfigend nicht-zufalligen Fehleranteile

C.=E{ex&T} (2.25a)
Cs = E{6* 67} (2.25b)
Cy=V=PT (2.25c¢)

und somit fur die wahre Kovarianzmatrix der Beoltaoben
C;=C.+Cs5+Cy (2.26)
Mit
F= (AT «C;1+A) 1+ AT « C;1 (2.27)
ergeben sich nach der Methode-der-Kleinsten-QuadiiatParametex aus den Beobachtungén
x=F=xl (2.28)
und darinF als linearem Transformationsterm zwischen den Belaioingen und den Parametern.

Fur die Ermittlung des Umformungsterms zwischen Strchastik der Beobachtungén und der

Stochastik der Paramet€y,, € ist zunachst nach der Methode-der-Kleinsten-Quadnazusetzen:
Crve= (AT xC;1xA)1 (2.29a)
und dann unter Verwendung der Einheitsmalnixeiter zu entwickeln geman

Cove= (AT xC1xA) 11

Crv€= (AT +CT AT+ (AT + 1+ AT + (AT + €1+ A)T) 7T

Crv€= (AT +CT+ A+ (AT x €M+ AT+ (AT + €1+ A" DT

Cove= (AT xC;1xA) 1+ AT «C;tx A (AT x C;1x A)™DT

Cove= (AT C7 1« A) 1« AT+ C;1 x Cox C1 x A= (AT « €51+ AT
Crv €= (AT + CgPx A) P 5 AT+ C31 + Cox (CZHDT + Ax (AT + €1+ A)™DT
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Cove= (AT+C; 1+ A) 1« AT+ C1 x Cox (AT x C1 x A1+ AT x DT
Cov€= FxCyxFT (2.29b)

Der Ubergang auf jene Kovarianzmatrix der Paranm@tgrdie nun — abgesehen von der Wirkung der
quasi-systematischen Fehler aufgrund der Beschn@niuf die Fehlertheorie 1. Ordnung —akshre

Kovarianzmatrix bezeichnet werden kann, gelingt(@i26) zu
Cox= Cr, €86V = Fx (Co+Cs5+Cp) *FT = Cyp, €+ Cpy, 6 + Cyy, V (2.30)

Fir den Zuschlag der Kovarianzmatrix der Paranatégrund des speziellen Einflusses stochastisch-

systematischer Fehlérqgilt:
Cy 86 = FxCs*FT (2.31)

Ist Cs nach (2.25b) oder aufgrund einer verflgbaren Kawafunktion bekannt, so existiert neben
Gleichung (2.31) fur die Ermittlung des Kovarianzrix@uschlage<,,, 8 noch die Moglichkeit, das
stochastische Modell der Beobachtungen nacheinaget@al3C; = C, und gemalL; = C, + Cs in
eine Schatzung nach der Methode-der-Kleinsten-Quadzinzufihren und dann die Differenz der
daraus jeweils resultierenden Kovarianzmatrix deameterC,,, € undcC,,, €6 wie folgt zu bilden:
Ci, 0= Cyy, €6 — Cyy, €.

Diese Verfahrensmoglichkeit weist gegentiber der émung von Gleichung (2.31) den Vorteil auf,
nicht auf das stochastische Ergebnis (als Kovamatizxzuschlad ,, ) beschrankt zu sein, sondern
ferner das geometrische Ergebnis der ausgeglichBie¢érkoordinaten zu liefern, falls eine Stich-

probe mit konkreten Messwerten vorliegt.

Fir den gesuchten Zuschlag der KovarianzmatrixRéeameter aufgrund des speziellen Einflusses

deterministisch-systematischer Fetfegilt analog zur Beziehung (2.31):
C,V=Fx«Cyp*FT (2.32a)
und mit (2.25c):
Co,V=F*xVxVT «FT (2.32b)

In dieser Form zeigt (2.32b) die Wirkung beobacbtliezogener deterministisch-systematischer
FehlerV1l auf und kann als Zuschlag fur die Kovarianzmatrex &arameter daher auch wie folgt

geschrieben werden
C, VI = FxVI«VIT xFT (2.32¢)

Fur die Darstellung der Wirkung nicht-beobachtumgsigener deterministisch-systematischer Fehler

Vx (wie z.B. falsche Koordinaten eines festen Anssspuinktes oder einer Satelliten-Orbitposition)
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auf die Stochastik der Parameter ist der Zusammmgnhaischen den Beobachtungen und den

Punktkoordinaten im funktionalen Modell der Ausghaing anhand det-Matrix zu bertcksichtigen:

8l
a= 2.33
o (2.33)

In diesem Zusammenhang werden die Punkte der Feliten KoordinateWwx formal als Neupunkte
angesehen und die zugehérige Sub-Madjxvon A entsprechend gebildet. Aufgrund des Bildungs-
gesetzes von (2.33) gilt nun fir den Zusammenhavigchen nicht-beobachtungsbezogeri@ix)

und beobachtungsbezoger@t) deterministisch-systematischen Fehlern

V(Vx) =Vl =A,+Vx (2.34)
und mit dessen Bericksichtigung &kin (2.32c)
Cox, VX = FxAyxVxx (Ay*Vx)T «F"

und somit fir den Zuschlag der Kovarianzmatrix @arameter aufgrund des Einflusses nicht-

beobachtungsbezogener deterministisch-systematiBehéer schlief3lich
CroVx = FxA, xVx+Vx" x AL * FT (2.35)

Die rechte Seite der Gleichung (2.32c) wird durak dyadische Produkt des (u,1)-VektBrs V1 mit

sich selbst zF * VI« VIT « FT = F « VI« (F * VI)T gebildet und stellt so eine Rang-1-Matrix dar,
die nicht die allgemeinen Eigenschaften einer idabgn statistisch begrindeten Kovarianzmatrix hat
sondern eher auf einen im Rahmen der Netzverzestinegrie zustande kommenden Analogieschluss
fur parameterbezogene Kovarianzmatrizen beruhtgrwaid der Rang-1-Eigenschaft des Kovarianz-
matrixzuschlagsC,,, VIl weist das allgemeine EWP mit jenem Zuschlag alsgM&hskovarianz-

matrix ebenfalls den Rang 1 auf. Dieselben Kaudgalit gelten fir den Zuschlég,, Vx aus (2.35).
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3 Relative Quantifizierung der effektbelasteten Paameterstochastik

Geodatische Netze kdénnen Uber das Budget zufalkgéter hinaus noch anhand unterschiedlicher
nicht-zufalliger Fehlerarten belastet sein. Dieehiiyigen Schatzungen (hier nach der Methode-der-
Kleinsten-Quadrate) sind dann nicht mehr erwartwiegssondern in Form latenter Schwachformen
gleichermalien geometrisch und stochastisch belasteverzerrt. Die in diesem Kapitel betrachtete

stochastische Verzerrung bezieht sich dabei auénli@nd der konventionellen Kovarianzmatrix der

Parameter und insbesondere der enthaltenen Vanigiezgebene konventionelle Parameterstochastik.

Dies fuhrt auf die Fragestellung einer geeignetemrfizierung der auf jene Parameterstochastik
wirkenden Verzerrung als Belastung durch zusatzliebhleranteile, welche nicht zuféllig sind und

auf diese Weise im Sinne eines (die Parametersttkheelastenden) Effekts auftreten.

Die Quantifizierung dieses als zusatzliche Pararstetehastik interpretierbaren belastenden Effekts

soll in diesem Kapitel relativ zur konventionell@arameterstochastik konzipiert werden.
3.1 Effektbelastende Induktionswirkungen

Tab. (3.1) Ubersicht der effektbelastenden Induigiairkungen in geodatischen Netzen:

* Grobe oder systematische Fehler in den Beobachtuiigeoder den Koordinaterv)
< Kaorrelationen im Beobachtungsraum
.§ » Korrelationen in der Stochastik der stochastisoheschlusspunkte
g * Beobachtungsbezogenes Netzdesign
¢ Netzdesign 0. Ordnung (Nicht vorhandene Anschlodser Datumspunkte)
* Netzdesign 1. Ordnung (Nicht optimal verteilte Amsiss- oder Datumspunkte)
¢ Uneinheitliche GréRenordnung der Stochastik dexetimen Parameter
* Korrelationen innerhalb der Parameterstochastiéziefi der Stochastik der Netzpunkte
« Steiler Verlauf des Eigenwertspektrums des allgaereEigenwertproblems (AEWP)
§’ « Dominanz der latenten Hauptschwachform
4
§ * Netzdesensibilisierung in Bezug auf die Aufdeckddiggkeit langwelliger DeformationeJ
» Latente Schwachformen als (langwellig wirkende nattbeherrschende) Belastungen der
Parameterstochastik und der Netzgeometrie
« Geometrische Instabilitéat und fehlende Aussteifdag Netzes
c | A-Optimalitat (allgemeine Minimierung der Netzstashkik mit minimaler Spur vog,.,)
'% « E-Optimalitat (Minimierung des gré3ten Eigenwerdes speziellen Eigenwertproblems
§_ (SEWP) vonC,., )
g e S-Optimalitat (Minimierung der Differenz zwischer6gtem und kleinstem Eigenwert dgs
* SEWP vonC,,)
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Grundsatzlich lassen sich alle dargestellten irefemden Momente auf alle dargestellten Wirkungen
abbilden; es bestehen ebenso keine speziellen Zwogdn der dargestellten Kompensationsansatze

zu den dargestellten Wirkungen.

3.1 Effektbelastende Induktionswirkungen
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3.2 Stochastisches Budget geodatischer Netze

In der Vergangenheit wurde die Bemessung des Hrldgets geodatischer Lage- und Hohennetze im
Allgemeinen auf die konventionelle Kovarianzmatder Parameter reduziert, welche neben dem

Netzdesign ausschlief3lich durch die zufalligenagdredingten Varianzanteile induziert wurde.

Das vollstdndige Fehlerbudget und damit die walioelastik der Netzpunkte umfasst jedoch ferner

folgende stochastisch wirksame Momente:

* Vernachlassigungen im stochastischen Modell debBelatungen mit zusatzlichen Anteilen
fur deren Varianzen und Kovarianzen, z.B. aufgrded vertikalen Temperaturgradienten im
geometrischen Nivellement oder aufgrund von Zerfigidern in Lagenetzen, als stochastisch-
systematische Fehle§-fehler).

» Bisher stets vernachlassigte Anteile aus der Rélglerie 2. und héherer Ordnung, welche ihre
Ursache im Falle eines nichtlinearen Zusammenh&grgs(x) zwischen den Beobachtungen
lund den Parametewim Abbruch der Taylorreihenentwicklung nach denGlied haben. In
nivellitischen Hohennetzen tritt dieser Effekt awfgd derer linearen Funktionsgleichungen
nicht auf; er kann sich grundsatzlich auch aufggiemetrische Netzldsung auswirken.

» Etwaige deterministisch-systematische Fehleranieitben Koordinaten der Anschlusspunkte

oder den Beobachtunger-Fehler).

Ohne Berlcksichtigung dieser stochastisch wirksaktemente erfolgt die Schatzung der Stochastik
der Neupunkte auf der Basis ihrer konventionell@vatianzmatrix stets zu gunstig. Stochastische
Verzerrungswirkungen dieser Art bleiben jedoch niahf die Netzkoordinaten beschrankt sondern
erstrecken sich auch auf mogliche, hier nicht bdble Zusatzparameter des funktionalen Modells,
wie z.B. den Mal3stabsfaktor, und bilden in jenaupgpe von Parametern déasatzparameterschlupf
als ihren Anteil an der gesamten stochastischeevideterrung aus (B. & JAGER, 1986).

Zum Zusatzparameterschlupf siehe auch Kapitel 2.2.1

Diese drei Vernachlassigungen wirken — jede fiin sidbelastend auf die konventionelle Stochastik

der Neupunkte und stellen somit eine stochastiEffedtbelastung dar.

Aus einem Vergleich verschiedener stochastischeanen der Neupunkte eines Netzes lasst sich

formal ein weiteres stochastisch wirksames Momblditen:

* Festlegung einer der beiden beteiligten stochdasisdNeupunktsituationen als Referenz- und
der anderen Situation als Vergleichszustand unalgaetiessen des wirksamen Moments als

stochastische Belastung des Referenzzustands,emédchVergleichszustand herbeifiihrt.

Abhéngig von der Zuordnung der Situationen istdéin Vergleichszustand sowohl eine Verbesserung

als auch eine Verschlechterung seiner Neupunktasbi&hbeziglich des Referenzzustandes mdglich.

3.2 Stochastisches Budget geodatischer Netze



3 Relative Quantifizierung der effektbelasteteraReterstochastik 39

3.3 Relative Quantifizierung der Effektbelastung

3.3.1 Ziel der Quantifizierung

Betrachtungsgegenstandlich sei hier eine Quamtifiriy der stochastischen Effektbelastung relativ
zur konventionellen Neupunktstochastik. Formaleaissetzung dafir ist die Wahl des sich aus dem
jeweiligen Effekt ergebenden Kovarianzmatrixzusghtaals Vergleichskovarianzmatrix.

Diese Art der Bezugnahme erlaubt einerseits deritteibaren Vergleich der Wirkung zufalliger mit
bisher vernachlassigten Fehleranteilen und damegnd&ategorisierung und ferner einen Vergleich

der Wirkungen der verschiedenen Effektbelastungeereinander.
3.3.2 Quantifizierung Uber die Netzverzerrung

Die sich aus dem allgemeinen EWP gemal Kapiteke&ygbende stochastische quadratische Netz-
verzerrungs? bezieht sich in dieser Form auf den quantitatieterschied einer Vergleichs- zu einer
Referenzkovarianzmatrix und hangt in ihrer absol@e6Renordnung aufler vom Grad der stochasti-
schen Effektbelastung noch von der Anzahl der Nekigubzw. der Parameter ab, da sie nach (2.3)
als Spur des Produktes aus inverser Referenzkozanitrix und Vergleichsmatrix mit dieser GréRRe
wachst.

In jener Eigenschaft, vom Netzumfang abhiangig am, $& 52 als TestgroRe einer Relation zwischen
verschiedenen stochastischen Neupunktsituatiorgacheungeeignet und daher zur Erzielung einer

Invarianz gegentiber der Netzgré3e in eine Quotidiltung
mit

u = Anzahl der unbekannten Netzkoordinaten

in der auf die Netzkoordinaten beschréankten Form

52 = stochastische quadratische Netzverzerrung mitiBaakung auf die Netzkoordinaten

alsqy; einzufthren:

S2
Q52 = 5_x (3 la}

X

Somit gibt die neue Testgrof3e die durchschnittliBe¢éastung der konventionellen Stochastik einer
Neupunktkoordinate aufgrund des betrachteten sstiskchen Effekts an. Diese Belastung gilt relativ
zur auf die Einzelkoordinate bezogenen konventleneébtochastik, welche aufgrund der Einfuhrung
des auf dem jeweiligen stochastischen Effekt berdée Kovarianzmatrixzuschlags als Vergleichs-

kovarianzmatrix und der konventionellen Kovarianmimader Parameter als Referenzkovarianz-
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matrix in das allgemeine EWP sowie aufgrund delidiim der Netzverzerrung durch die Anzahl der

Netzkoordinaten fur den Zusammenhang der vorgeparBgziehung auf 1 normiert ist.

Anschaulicher ist jedoch die auf die eindimensienalzenauigkeitsmalle — wie insbesondere die

Standardabweichungen — bezogene Fggm

5% (3.1b)
45z = w
Die Multiplikation mit 100 liefert jeweils die ausgekréftigere prozentuale durchschnittliche Effekt-

belastung einer Neupunktkoordinate relativ zu ik@ventionellen Stochastik.
3.3.3 Quantifizierung Gber Matrizenvolumina

Aufgrund der Bemessung des Volumens einer Matrhaad ihrer Determinante erschlief3t sich Gber
diese GroRe grundséatzlich eine geeignete Maglitlzkeiganzheitlichen Quantifizierung der beteilig-

ten Neupunktstochastiken, da jene in der Ublicheadgtischen Praxis anhand von Kovarianzmatrizen
dargestellt werden. Fur diese Uberlegung sind dabkstzandige originale Kovarianzmatrizen — und

nicht wie im Zuge der D-Optimalitat deren Spektrafrizen — Uber ihre Determinante bemessungs-
gegenstandlich; im weiteren Gegensatz zur D-Opiiatdileibt hier das Uber eine Determinante anzu-
gebende Matrixvolumen auf die Eigenschaft einetgré8e beschrankt und findet nicht zuséatzlich als

Optimierungskriterium Anwendung.

Die ZielgroRe zur Quantifizierung der stochastiscEéfektbelastung ergibt sich in Anlehnung an die
netzverzerrungsgestitzte Quantifizierung und dieEzmittiung der Netzverzerrung in das allgemeine
EWP eingeflhrten Kovarianzmatrizen prinzipiell dufdezugnahme auf das konventionelle Fehler-
budget in Form der zugehdérigen herkdmmlichen Karannatrix der Parametdt,, = C,,, € als
Referenz; im Sinne einer numerisch stabileren Lgsai jedoch nicht das Fehlerbudget der Effekt-
belastungC,.,, 6V selber sondern das wahre Fehlerbudfigt €6V — als Summe aus konventioneller
Stochastik und ihrer Belastuig,, € + C,,, 8V — mit C,,, € verglichen. Die Koharenz jener ZielgroRe
mit der netzverzerrungsgestutzten TestgroRe dégevoAbschnitts wird durch Subtraktion von 1 er-
reicht, da die Effektbelastung in dieser Form derugjnahme auf das Schrittmal? des konventionellen
Fehlerbudgets skaliert wird und jenes wegen Einfiigrdes Vergleichsbudgets &gy, € + C,y, 6V
darin selber genau einmal enthalten ist, so dassdie endgultige determinantengestitzte Zielgréfie

als nunmehr ausschlieRlich auf die stochastiscfekisilastung bezogene Testgrifdg, ergibt zu

, _ det(Cype+ €y 87) .

= 3.2a
det det(Cxx,s) ( a,

Die Normierung dieser Testgrol3e auf eine einzelagphnktkoordinate als Durchschnittswert — wie

im Zuge der netzverzerrungsgestitzten Testgrolst kidr nicht erforderlich, weil die verglichenen
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Fehlerbudgets Uber die Volumina ihrer Kovarianzimatr ganzheitlich bertcksichtigt wurden und so
die Quotientenbildung bereits den aus allen Neugkaokdinaten ermittelten und fur diese geltenden

Durchschnittswert liefert.

Anschaulicher ist jedoch auch fir diese TestgrdBeadf die eindimensionalen Genauigkeitsmalle —

wie insbesondere die Standardabweichungen — begdg®emg;,;:

det(Cry.& + €y 8V)
= ’ ’ -1 3.2b
Gaer \/ det(Cxxre) ( )

Die Multiplikation mit 100 liefert jeweils die ausgekraftigere prozentuale durchschnittliche Effekt-

belastung einer Neupunktkoordinate relativ zu ik@ventionellen Stochastik.

Die Schatzung der stochastischen Effektbelastuhdiage Weise zwingt jedoch zur Beachtung einer
numerisch induzierten Randbedingung, welche engpiréshand der Berechnung von ein- und zwei-
dimensionalen Beispielnetzen unterschiedlichen Wggagefunden werden kann:

So steigt mit der Anzahl von Neupunktkoordinatem\lahrscheinlichkeit auf lineare Abhangigkeiten
der Zeilen- bzw. Spaltenvektoren der konventiomgtiarameterbezogenen Kovarianzmatrix, deren als
Divisor innerhalb der neu gefundenen TestgroReetaefide Determinante mit zunehmender Annéhe-
rung an jene algebraische Situation gegen Nulbsti2ie gefundene TestgroRe wird somit fur groRere

Hohen- oder Lagenetze numerisch instabil und mutir aussagesicher.
3.3.4 Quantifizierung der ausschliellich varianzendzogenen Effektbelastung

In der Geodasie sind haufig die Varianzen bzw. @&tesabweichungen der Neupunkte und weniger
deren Kovarianzen von Interesse. Im Gegensatz mubdalen zuvor betrachteten TestgréRen soll
daher nun die Quantifizierung der Effektbelastuighinauf der Grundlage der vollstandigen — also
Varianzen und Kovarianzen umfassenden — Fehlerlsidgsdern beschrankt auf die genauigkeits-
anzeigenden GroRRen (Varianzep,(i)) der Einzelkoordinaté — aber in Koharenz zu den beiden

bisherigen TestgréRen ebenfalls relativ zum korigaetlen Fehlerbudget — erfolgen.

Diese Uberlegung setzt sich zur dritten Testgraerdeine einfache Verhaltnisbildung um, welche

in ihrer quadratischen Form fir deten Parameter lautet:

Corr OV (1)

o €@ (33)

Daraus ergibt sich der fiir das betrachtete NetawRdrameter giiltige Durchschnittswegt,,- zu
u Cxx, 07 (D)

1 Cxx;s(i) (343

2
q =
var u
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Die fur die Standardabweichung einer Neupunktkowmidi glltige TestgrolRe ergibt sich jeweils als

quadratische Wurzel aus den beiden vorgenanntendforSpeziell erhalt map,,,- zu

u Cxx 0V (1)
1

Cxxr€(1) (3.4b:
u

CIvar -

Die Multiplikation mit 100 liefert jeweils die ausgekréftigere prozentuale durchschnittliche Effekt-
belastung einer Neupunktkoordinate relativ zu itk@mventionellen Stochastik, in diesem Abschnitt

jedoch mit Beschrankung der beteiligten Stochastiée die Varianzen.
3.3.5 Bewertung und Fazit zur relativen Quantifizieung der Effektbelastung

Unter Beachtung der Randbedingung zur determingaestitzten TestgroRe beschréankt sich deren
Eignung auf Netze geringeren Neupunktumfangs mitigez als 100 zu schatzenden Parametern. Da
Einschrankungen dieser Art fir die netzverzerruagigzte Testgrdl3e nicht erkennbar sind, sollte die
Quantifizierung der stochastischen Effektbelastuieag konventionellen Fehlerbudgets bevorzugt tber

dieses Kriterium vorgenommen werden.

Unabhangig der verwendeten TestgrolRen bestehtotigenfle, durch diese TestgréRen belegbare,
grundsatzliche Zusammenhang zwischen der AnzahNdapunktkoordinaten und der stochastischen

Effektbelastung:

Korrelationen zwischen den ausgeglichenen Neupooktinaten konnen infolge der in konventio-

nellen Ausgleichungsansatzen Ublicherweise veraaslgten Korrelationen innerhalb des Beobach-
tungsmaterials nur aufgrund des Netzdesigns aefftrehd sind so dort oft nur schwach ausgepragt;
die Belastung des konventionellen Fehlerbudgetshdhisher vernachlassigte Effekte tritt daher vor
allem fir die Kovarianzen — also alle Elemente aufdb der Hauptdiagonalen der Kovarianzmatrix
der Parameter — auf. Mit einer wachsenden AnzahlMatrixzeilen und -spalten vergrél3ert sich so
innerhalb der effektbelasteten Kovarianzmatrix @arameter der Anteil der von der Effektbelastung

sehr stark betroffenen Elemente aulRerhalb der degainalen an der Gesamtheit aller Kovarianz-

2_ —
matrixeintrage al§—= = uTl =1 —% und relativ zum Anteil der nur gering betroffert¢auptdiago-

2_ —
nalenelemente als— = uTl = u — 1 mit der Folge einer bereits aufgrund der NetzgtiéReenziell

und relativ zum konventionellen Fehlerbudget wanlise stochastischen Effektbelastung, auch fur
den Gesichtspunkt der auf die Einzelkoordinate ¢emen durchschnittlichen Belastung aus der

netzverzerrungsgestitzten Testgrolie.

Dieser den tatsachlichen Verhéltnissen entspreeh@ndammenhang ist aus der sich Ublicherweise
auf die Varianzen bzw. Standardabweichungen depigde beschrankenden Betrachtung ihrer nur
wenig ausgepragten Effektbelastung nicht erkenoblar ersichtlich, weil die Kovarianzen der Neu-

punkte erheblich sensibler als deren Varianzendauhier betrachteten Effektbelastungen reagieren
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und daher sowie aufgrund des dominanten Anteil&dgarianzen an allen Elementen der Kovarianz-
matrix der Parameter die vollstandige Effektbelagtsogar ein Vielfaches des vollstéandigen konven-
tionellen Fehlerbudgets betragen kann, obwohl di&$kekt flr die auf die Varianzen beschrankte

Effektbelastung im gleichen Fall kaum ausgepréigt ls&nn.

Da in der Geodasie ferner haufig nur die genauigaazeigenden GréRRen der Neupunktkoordinaten
selber und nicht deren Kovarianzen von Interessa, shacht die zumindest ergdnzende Betrachtung
der sich auf die Auswertung der Varianzen besclamagdén TestgrofRe Sinn, welche gemeinsam mit
der sich auf die vollstandigen Fehlerbudgets beridan, netzverzerrungsgestitzten Testgrol3e als
Kriterienpaar einen umfassenden und aussagefamgmmationsgehalt zur relativen Quantifizierung

der stochastischen Effektbelastung liefert.

3.3.6 Anwendungsbeispiele zur Quantifizierung der fektbelastung in zwei Hohennetzen
Betrachtungsgegenstandlich seien hier die Planiunggsnen der Hohennetze

+ Testschleife Koblenz

* Freinetz Francop-Waltershof

Die Testschleife Koblenwurde Uber eine Lange von 7 km in den Jahren 181979 insgesamt
zwolfmal als Prazisions- und Schleifennivellemeuit\aerschiedene Weisen und mit unterschiedlicher
Ausriistung ausgefihrt (MiTz & SCHMITT 1985) und lUberwindet dabei einen Hohenunterscloed
etwa 140 m. Der mittlere Lattenabstand betrug Aschdamit die Anzahl der Standpunkthohenunter-
schiede als Beobachtungen 28&(BIKHORST2012a).

Entlang der Nivellementschleife befinden sich 28t feermarkte Kontrollpunkte, welche stets als
Wechselpunkte mit beobachtet wurden und deren Wacteilung des jeweiligen Schleifenschluss-
fehlers ausgeglichene Héhen nach der Mittelbildang allen zwdlf Kampagnen als quasi-fehlerfreie
Soll-Héhen anzusehen sind, da mdgliche Fehlerentdites einzelnen Kampagnenergebnisses im
Mittelwert aller Kampagnen gefiltert sind, wie dferteilung der Kampagnenergebnisse nacinkz

& SCHMITT (1985) zeigt (RUNKHORST2012a).

Das freie HohennetErancop-Waltershofdiente der Bereitstellung und Prifung eines gesieh

Hoéhenbezuges flr ein dort zeithah umgesetztesddigds, infrastrukturelles GroRprojekt.

In diesem Zuge sollten die fast 20 Jahre altenieimsth Hohen von acht Prazisionshohenfestpunkten
und damit jene Punkte auf mdgliche Setzungen geprérfden. Es treten insgesamt 330 Netzpunkte
und 399 Beobachtungen auf, die an den Werktagerezwasafeinanderfolgender Wochen, beginnend

jeweils 9% Uhr morgens, mit einem Zeitansatz von sechs Mimpte Beobachtung erhoben wurden.
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Abb. (3.1) NivellementnetZ estschleife Koblenmit topografischem Gelandeprofil, wahren Fehlern,

zufalligen Fehleranteilerz) und stochastisch-systematischen Fehleranteileggmal Netzplanung:

g- und &6-Fehler Uber topografischem Gelandeprofil
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Lange der Nivellementlinie [km]

Es treten hierin infolge eines maximalen Hohenwatgedes von lediglich 13%2 Metern nur geringe
Gelandeneigungen und damit eine eher schwachellauligirsystematischer Fehler auf. Im Gegensatz
zur Testschleife Koblengines durch eine grof3e Nivellementschleife gepragbesigns weist dieses
Hohennetz eine durchgehende Maschenstruktur aukamttastiert in jener Eigenschaft und in Bezug
auf die Gelandeneigung somit fiir den hier vorgenemen Vergleich beabsichtigt ziliestschleife

Koblenz(BRUNKHORST 2012a).
Die Quantifizierungsergebnisse sind angegebenrifralen
[Testschleife KoblenZ=reinetz Francop-Waltershpf

Tab. (3.2) Quantifizierungsergebnisse der effektttenden Induktionswirkungen zweier

Nivellementnetze:

TestgroRe Anteil der Effektbelastung am konventionellen Fetlelget
Quadratische Form Eindimensionale Form
Determinantengestuitzt Qler: detCye) =0 Qaet- detC, €)= 0
Netzverzerrungsgestutzt q%)zc: 89.8% 110.1 % q52: 94. 8% 104. 9 %
Ohne Kovarianzenanteil¢ g2,,:5307.2 % 92.5 % Quar: 728. 5% 96. 2 %

Es zeigt sich zun&chst, dass eine determinanténgesQuantifizierung der Effektbelastung hier mich
sinnvoll ist, weil sich die Determinante der nus &@en zufalligen Fehleranteilergespeisten, konven-

tionellen Kovarianzmatrix der Paramet®y,, € nicht ausreichend von Null unterscheidet.

Fir beide Probanden betragt der Anteil der Kovaeaman allen Elementen der Kovarianzmatrix der

Parameter Uber 99.6 % und dominiert somit die Hffellastung; dabei ergibt sich fur den Prifling
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Testschleife Koblengine netzverzerrungsgestitzte Effektbelastungein@réRenordnung des kon-

ventionellen Fehlerbudgets, welche jedoch bei Béstung auf die Varianzenanteile bereits in ihrer
eindimensionalen Form auf mehr als das Siebenfantéchst und damit ein deutlich abweichendes
Verhalten zwischen parameterbezogenen VarianzenKawdrianzen im Falle einer stochastischen
Belastung der Beobachtungen mit systematischerefeetikilen erkennen lasst. Fir den Freinetzpriif-
ling fuhrt diese Art der Effektbelastung hingegan @nem einheitlichen Verhalten von neupunkt-
hohenbezogenen Varianzen und Kovarianzen mit é&nedhung jeweils in der Gréienordnung des

konventionellen Fehlerbudgets.

Abb. (3.2) Netzbild der freien Ausgleichung des @liementnetzeBreinetz Francop-Waltershof
(mit naturlicher Hauptschwachform, deren Knotenpersind orange dargestellt):

Netzbild (inkl. natiithicher Hauptschwachform)
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Als Ursache fir die stark unterschiedliche Reaktien inneren Struktur der Neupunktstochastiken
beider Priflinge auf die stochastische Effektbelagtkommen aufgrund des Bildungsgesetzes der
Kovarianzmatrix der Parameter sowohl das klassisersch zwischen beiden Priflingen bereits

anhand der mittleren Teilredundanz von 0.004 bz&7® unterscheidende — Netzdesign wie auch die
— sich zwischen beiden Pruflingen anhand der mattl€Selandeneigung von 2.69 gon bzw. 0.70 gon
und des mittleren Lattenabstandes von 25.0 m bZv@ & unterscheidende — konkrete Auspragung
der Effektbelastung in Frage.
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4 Analyse zufélliger und systematischer Fehlerantl im Nivellement

In BRUNKHORST (2012a) werden die geometrischen und stochastisé¥iekungen zufélliger sowie
systematischer Fehleranteile im geometrischen Nivent konzeptionell analysiert und dargestellt.
Die daraus erzielten und im Kontext mit der Analges Verzerrung geodatischer Netze wichtigen

Erkenntnisse seien nachfolgend in Form der Zusarfassting aus BUNKHORST (2012a) aufgefihrt.

Bisher spielten in der geodatischen Auswerteprdigsiber die rein zufalligen Varianzanteile hinaus

gehenden aber physikalisch tatséchlich vorhandé&méteranteile fur das stochastische Modell der
Beobachtungen kaum eine Rolle. Folglich wurdenGlnauigkeiten der Parameter — insbesondere
der Netzkoordinaten — stets zu giinstig geschat2ivellementnetzen handelt es sich hierbei sowohl
um deterministisch- als auch um stochastisch-syaieahne Fehleranteile, welche durch die zeitliche
Veranderlichkeit des vertikalen Temperaturgradientend dessen Stochastik induziert werden.

Hieraus resultieren ebenso Korrelationen zwisclamals Netzbeobachtungen eingefiihrten geometri-

schen Standpunkthdéhenunterschieden, die bishefadlsarernachlassigt wurden.

Einflisse auf nivellitische Beobachtungen, welchéamnd von Kalibrierungen des Nivelliergerates
oder der verwendeten Latten gemindert oder elimimerden kénnen @.zeR 1984), sind hier nicht
betrachtungsgegenstandlich, da es sich dabei ninhModellfehler handelt. Betrachtet werden hier
somit ausschlie3lich Modellfehler infolge von Vechkissigungen in der Beobachtungsstochastik und

nicht geratebedingte systematische Fehlereinflisse.

Die Modellierung der auf systematische Fehleramtb#zogenen Vernachlassigungen im stochasti-
schen Modell der Beobachtungen nagwkz (1981) und AGER (1990) erlaubt die Schatzung der
wahren Kovarianzmatrix der Parameter und damit alesh auf die systematischen Anteile zuriick-
gehenden Kovarianzmatrixzuschlags, der anhand kgesmeeinen Eigenwertproblems (AEWP) als
Vergleichskovarianzmatrix mit der konventionellerowarianzmatrix der Parameter als Referenz-
kovarianzmatrix spektral zerlegt und somit analysieerden kann. Die daraus resultierende latente
Hauptschwachform stellt eine Testgréf3e zur qualéatBewertung der systematischen Fehleranteile
relativ zu den zufalligen Anteilen mit dem Gelandsdi als Verzerrungstrager und die resultierende
Netzverzerrung eine quantitative Testgrof3e dafiir Begdnzend dazu wurde erstmalig der mittlere
Kilometerfehlero, ., als globale quantitative TestgroRRe fur die Wirkualey systematischen Anteile
und als bisher nur fur zufallige Fehleranteile gelshliche genauigkeitsanzeigende Grol3e sowie der
daraus abgeleitete mittlere Kilometerfehler pro dnGselandeneigungr{y.,,40n) als Testgrolie der
neigungsbezogenen Sensibilisierung eines Netzesyatdmatische Fehleranteile entwickelt. Die mit
dem mittleren Lattenabstand positiv korrelierte tges3ea; i,/ 40n gibt sSomit die Anfalligkeit einer
Netzstochastik flr systematische Fehleranteile rmohiganer GrofRe aus dem Beobachtungsraum und
parametrisiert fir die Geldndeneigung an und igt @esign des Netzes abhangig, aber nicht mit dem

Grad der Redundanz des Netzes korreliert.
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Das zugehorige Konzept analysiert die Wirkung gstesnatischen Fehleranteile also quantitativ und
gualitativ. Da die Wirkung systematischer Fehlezdatin freien Netzen grundsatzlich maximal ist,
sollten im Interesse einer Maximalschatzung didsgeile die konzeptionell analysierten Priflinge
als freie Ausgleichung konzipiert werden. Dabeltealler Netzplanungsmodus gewéhlt und von der
Verarbeitung realer Netzdaten abgesehen werdendienkrgebnisse nicht durch den Stichproben-

charakter eines Realnetzes zu belasten.

Die sich aus den systematischen Fehleranteilerbengien latenten Schwachformen wirken auf die
Geometrie und die Stochastik des Netzes in gleigheise verzerrend; so sind Neupunkte maximal

ungunstiger Stochastik auch potenziell mit maxima@eometrischen Verzerrungseffekten belastet.

Insbesondere bei Liniennivellements bzw. Nivelleteehnleifen ist die Machtigkeit der latenten
Hauptschwachform mit Gber 50 % der Netzverzerrumgidant und reprasentiert so die gesamte, mit
dem Effekt der systematischen Fehleranteile batastéochastik der Neupunkte ausreichend nach
Betrag und Richtung. In solchen Féllen, die dariibeaus an einem steilen Verlauf des Spektrums
der Eigenwerte des AEWP erkennbar sind, untersehesith die durch zuféllige und systematische
Anteile induzierten Neupunktstochastiken in ihmamaren Struktur klar, so dass sich die zugehorigen
Kovarianzmatrizen der Parameter nicht maR3stablidhi@ander abbilden lassen. Als Ursache dafir
kommt neben langwellig wirkenden, netzbeherrschenBehlereinflissen und Korrelationen im
Beobachtungsmaterial noch das Netzdesign in Betr&shtreten dabei oft Korrelationen zwischen
den Netzpunkten auf, die dartber hinaus dann endich unterschiedliche stochastische Belastung
aufweisen.

Diese fur Nivellementschleifen typischen stochabis Merkmale werden anhand des Beispiels der
sog. Testschleife Koblen@uNTz & SCcHMITT 1985) aufgezeigt, welches aufgrund der auftretende
Gelandeneigungen, des zeitlichen Verhaltens deb&gdungen und des Netzdesigns zur Induktion
nicht-zufalliger Fehleranteile im Nivellement sgut geeignet ist.

So sind hier ausgehend von einem mittlere Kilonfieltder vong,;,,, = + 0.5 mm und einer Lange
der Nivellementschleife von 7 km AbschluR3fehler vbri.3 mm zu erwarten und in dieser Grof3en-
ordnung auch erzielt worden; die im Bereich derl&fdnmitte zu erwartenden Genauigkeiten von
maximaloy = + 0.7 mm unterschreiten jedoch die dort anhand fester Kdptmkte nachweisbaren
Hohenfehler von bis zu 4 mm deutlich. Im Netzplaggmodus lassen sich dafir auf physikalisch
induzierte stochastisch- und deterministisch-syatesthe Fehleranteile basierende latente Schwach-
formen in der GréRenordnung von rund 6 mm schatzetgche somit netzbeherrschend sind, von der
zugehorigen Hauptschwachform mit einer Machtigkeih rund 73 % dominiert werden und in ihrer
GroRRenentwicklung erkennbar dem topografischen rigelgrofil folgen, wie in Abb. (3.1) gezeigt.
Der Abschlussfehler ist daher zur Erklarung defamgt der Nivellementlinie wirkenden physikalisch

induzierten und somit nicht-zufalligen Fehleramteihgeeignet.
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Infolge theoretischer Uberlegungen und nach derelfnigsen strukturierter Testauswertungen an
Fallbeispielen ausgesuchter Konfigurationen lass$t die Wirkung systematischer Fehleranteile im
geometrischen Nivellement durch Beobachtung voragidabschnitten geringerer Neigung und in
noch starkerem Mal3e durch Verkiirzung des Latteaaties herabsetzen. In geringerem Mal3e dient
hierzu fir Nivellementnetze ohne haufige Wechseabsehen positiven und negativen Gelandeneigun-
gen in Beobachtungsrichtung theoretisch auch cibdtiung eines Zeitverhaltens der Beobachtungen
mit maglichst nicht unmittelbar aufeinanderfolgendend sich tageszyklisch nicht wiederholenden

Messepochen.

Die drei Grol3en, Uber welche sich die Wirkung gystisscher Fehleranteile parametrisieren lasst
(Gelandeneigung, Lattenabstand, Zeitverhalten dsybBchtungen), treten nur in vernachlassigbare
Wechselwirkungen zueinander ein, so dass deremiEsaf auf die Stochastik der Neupunkte separat
betrachtet und gewertet werden kdnnen.

Unter Beachtung des Netzdesigns 0. Ordnung ladstdé Wirkung systematischer Anteile mit einer
Erhéhung der Gesamtredundanz des Hohennetzes Hunitthrung zusatzlicher Stitzpunkte als An-
schlusspunkte reduzieren; diese Reduktion verssickt falls die Anschlusspunkte als Knotenpunkte
der naturlichen Hauptschwachform des frei ausgegtien Héhennetzes gewahlt werden. Dabei steigt
Belastbarkeit und stochastische Sicherheit der éminkteigenschaft mit der Machtigkeit der natir-
lichen Hauptschwachform, welche sich umgekehrt @rignal zum mittleren Redundanzanteil des
Netzes verhalt.

Mogliche Netzspannungen zwischen den Beobachtungdrden Anschlusspunkthéhen begunstigen

die Wirkung systematischer Fehler nur bei fehlenileatenpunkteigenschaften der Anschlusspunkte.

In den betrachteten Fallbeispielen unterschiedlidgkenfiguration sind die stochastisch-systemati-
schen Fehleranteile mit einem Anteil von stets m@tens 80 % an der Gesamtheit der physikalisch
induzierten systematischen Fehleranteile domindiet;Wirkung der deterministisch-systematischen

Anteile ist daher in den meisten Fallen vernacld#iss gering.
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5 Fehlertheorie 2. Ordnung

Vorbemerkungen:

Zur Darstellung von Skalaren, Vektoren und Matrizendiesem Kapitel siehe Vorbemerkung zu
Kapitel 2.

Eine deterministisch-systematisch auf die Beobagjgn bzw. die Parameter wirkende Verzerrung

wird als Beobachtungsbias bzw. Parameterbids. bezeichnet.

Im Zusammenhang mit der Fehlertheorie werden diae tiblicherweise der {b;(1), b, (1)) oder
2. (b;(2),b,(2)) Ordnung zugewiesen oder beziehen sich auf die igenteaftliche Wirkung aus der
1. und 2. Ordnun@b; (1 + 2), b, (1 + 2)).

5.1 Bedeutung der Fehlertheorie 2. Ordnung als geétisches Forschungsgebiet

Die Geodasie bestimmt Uber die Parameter der Koatelx vorrangig die geometrische Form von
Objekten beliebiger GrofRe anhand ein-, zwei- odeidamensionaler Messanordnungen und Sensor-
beobachtunge(x) auf und zwischen diskreten Einzelpunkten, welche @bjekt auf diese Weise

vernetzen (ORGE1975).

Auf der Grundlage der Dichteverteilungsannahmewagnren Fehleg der Beobachtungeh lassen
sich nach dem Konzept der Maximum-Likelihoodschiédg(M-Schatzung), die im Fall normalverteil-
ter wahrer Fehlee auf die klassische Methode-der-Kleinsten-Quadiitet, die wahrscheinlichsten
Parameterx und deren Kovarianzmatri€,, ermitteln. Die M-Schéatzung gilt dabei sowohl flend

Uberbestimmten als auch den nicht-redundanten Fall.

Die strenge numerische Losung der M-Schatzung deainfeterx — in der Regel als Methode-der-
Kleinsten-Quadrate (L2-Norm) praktiziert — erfodgis geodatischen Netzmessungenl(x) auf der
Grundlage einer Linearisierung der Beobachtungsiglgigen, also einer Taylorreihenentwicklung in
1. Ordnung. Im Gegensatz impliziert bereits fur ®arianzenfortpflanzung, wie auch fur die M-
Schatzung im redundanten Fall, der Abbruch der draptwicklung nach dem Glied 1. Ordnung in
Bezug auf die Ermittlung der Kovarianzmat€y, eine Vernachlassigung, welche jene Matrix stets zu
optimistisch erscheinen lasst. Die Behebung jenaaddls in Form der Modellierung von Gliedern
hoherer Ordnung betrifft sowohl die klassische ®arenfortpflanzung als auch allgemeine redundan-

te M-Schatzungen wie die klassische Netzausglerinach der Methode-der-Kleinsten-Quadrate.

Es ergibt sich so die fachlich motivierte Notwendig zur Herleitung einer allgemeinen Darstellung
fur die bisher vernachlassigten Fehlerbudgets dmrakanzmatrixC,, der Varianzenfortpflanzung
sowie der Ausgleichung (M-Schéatzung), um auf dieSeundlagen eine Analyse des latenten Fehler-

budgets geodétischer Netze und Messprozesse darehfidu kénnen.

5.1 Bedeutung der Fehlertheorie 2. Ordnung alsgesmihes Forschungsgebiet
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Ferner ergibt sich aus dem Abbruch der Tayloretwity hach dem Glied 1. Ordnung neben jenem
stochastischen auch ein geometrischer Verzerruiegisetvelcher als Parameterbias 2. Ordnung und

Nichtlinearitatsverzerrung auf die Netzgeometriekivind quantitativ und qualitativ zu schéatzen ist.

Das Thema hat im Zusammenhang mit der derzeit \eéltstattfindenden Uberfiihrung klassischer
Landesnetze in den ITRF-Bezug, wo sich das betrdéfegeometrische Fehlerbudget als langwellige
Schwachformen einer GréRenordnung von bis zu O(JAGER 1988), 1.0 m (Abb. (A.6.1.1) aus An-
hang 6.1), 2.5 m ABER 2010) bzw. 4.5 m AGER et al.,2012)zeigt und entsprechend modellierbar
ist, hohe Aktualitat, weil ein vollstandiger mathetacher Nachweis zur Erklarung dieser Schwach-
formen bisher nicht erbracht werden konnte undesshdere der mogliche Anteil des Parameterbias
2. Ordnung daran nicht geklart ist.

Im Falle des DHDN als den auf das Gebiet der @endeslander der Bundesrepublik Deutschland
entfallenden Teil des Reichsdreiecksnetzes findaa Schwachformen einer Gréf3enordnung von bis
2.5 m ihre Ursache auch in der Entstehungsgesehi#® Reichsdreiecksnetzes, das als Anfelderung
der nicht-preu3ischen Dreiecksnetze an den so g&rarschreiber'schen Block keine einheitliche
Netzlosung darstellt (ERENBACH et al. 2006) und somit dessen Ahnlichkeitstransétiom auf ein
bundesweites, GNSS-gestutztes und homogenes Pksfiliientsprechende Restklaffungen geman
Abb. (A.6.1.2) zeigt (lHCcK 1991, AGER 2003). GNSS-gestiitzte Positionierungsverfahrenemufiir

den Ubergang vom ETRS89-Bezug in das Datum des DE@Eagnete Restklaffeninterpretationen als

Bestandteil der jeweiligen RTCM-Message.

Die im Zuge dieser Uberfuhrung aufgedeckten geasudien Verzerrungseffekte lassen sich in ihrer
GroRRenordnung erwartungsgemar auch nicht ausdattielhhand der sich auf die Fehlertheorie 1.
Ordnung beschréankenden Netzstochastizitat erkladeren spezielle mechanische Analogien von
JAGER (1988) fiir freie und angeschlossene Lagenetzegeadhsen wurden. Es ist daher denkbar,
dass — neben den fir die natirlichen Schwachforine@rdnung gezeigten Analogien — ebenfalls
mechanische und noch zu findende Analogien flrvdie der Fehlertheorie 2. Ordnung induzierte
Netzstochastizitat existieren, welche latente Scimfeamen ausbildet und das konventionelle Fehler-
budget geodatischer Lagenetze erganzt und zurrindader aufgedeckten geometrischen Verzer-

rungseffekte beitragen kann.

Folgende Ubersicht zeigt die Struktur der aus deyldFreinenabbruch nach dem Glied 1. Ordnung
induzierten Wirkungen auf Geometrie und Stochadéik Parametex fur den nicht Gberbestimmten
(r = 0) und den Uberbestimmtdim > 0) Fall einer geodétischen Ortungsaufgabe mit nioddiiem

funktionalen Modell.

5.1 Bedeutung der Fehlertheorie 2. Ordnung alsgesmihes Forschungsgebiet
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Tab. (5.1) Ubersicht der systematischen und stdisshsn Wirkung der Nichtlinearitatsverzerrung:

Redundanz Deterministisch-systematische Wirkun Stochastische Wirkung
r=20 (Geom.) Parameterbias 2. Ordnund2) Kovarianzmatrixzuschlag,.(2)
r>0 (Geom.) Parameterbias 2. Ordnuingy(2) Kovarianzmatrixzuschlagy, (2)

Es ist zu beachten, dass sowohl das geometrisslaieth das stochastische Fehlerbudget geodéatischer
Ortungsaufgaben neben den sich aus der Nichtlieaes funktionalen Modells speisenden Effekten
2. Ordnung stets noch mit den sich aus Vernaclgiédisgen im stochastischen Modell der Beobachtun-
gen ergebenden Effekten belastet sind, welche alteafir Ausbildung von latenten Schwachformen
fuhren, die ganzheitlich mit den Schwachformen @indng beispielsweise anhand jener Uberfiihrung
von Landesnetzen in den ITRF-Bezug erkennbar wefdas Kapitel 5 soll daher der Ermittlung des
geometrischen und des stochastischen Effekts 2ivdgddienen und deren Grélienordnungen finden,
um somit insbesondere deren Anteil an den langgelliSchwachformen in zahlreichen Landesnetzen

erkennen und beurteilen zu kénnen.

5.1 Bedeutung der Fehlertheorie 2. Ordnung alsgesmihes Forschungsgebiet



5 Fehlertheorie 2. Ordnung 52

5.2 Grundsatzliches zur Fortpflanzung zufalliger Vaianzanteile

Zwischen den Beobachtungérund den gesuchten Unbekannten bzw. Parametesimer geodéati-

schen Ortungsaufgabe bestehe grundsatzlich esréineder nichtlinearer Zusammenhang
¥=x(l)=x(1-¢) (5.1)

welcher damit auch zwischen den — in der Regeltipdsbrrelierten — Fehler dieser Grol3en des
Beobachtungs-g und Parameterraumes, | gilt und im umgekehrten Falle als funktionalesddb

die unbekannten Parameteauf die Beobachtungdrabbildet.

Abb. (5.1) Beziehung zwischen BeobachtungsraumRardmeterraum:

X

l x=x(l), zu A umgekehrtes Modell b
v, x
& - Ex
Cll funktionales Modell 4 Cxx

l : Geodatische Beobachtung bzw. Beobachtungsraum

vV, : Deterministisch-systematischer Fehleranteil ¥ats beobachtungsbezogener Bias
g : Zufalliger Fehleranteil voh

C; : Stochastisches Modell der Beobachtungen als arvamatrix

x :Zuschatzende Unbekannte bzw. Parameterraum

b, : Deterministisch-systematischer Fehleranteil ¥xa@is parameterbezogener Bias

g, : Zufalliger Fehleranteil vow

C,, : Kovarianzmatrix der Unbekannten (Parameter)

Die konkrete Beziehung(i) aus (5.1) stellt sowohl die Abh&ngigkeit der Sasttke, bzw. C,, der
Parametex von der Stochastik bzw. C;; des Beobachtungsraumkals auch die Abhangigkeit des
Parameterbiab, vom Beobachtungsbidg bzw.b; dar.

Dieses (5.2) und das folgende (5.3) Kapitel behanalesschlieRlich die Varianzenfortpflanzung und

sind daher auf die Betrachtung der stochastischiéRdbe bzw. C;; unde, bzw. C,, beschrankt.

Die Stochastik des Beobachtungsraumes realis@htfér die einzelnen Beobachtungen als (normal-
verteilte) Differenze zwischen dem als fehlerbehaftet anzunehmendeanr@&@dobachtungsmaterial
einer geodéatischen Stichprobe und den wahren Baabagen bzw. ihren Erwartungswertgéfl}, an
deren Stelle im Redundanzfall auch die (nach dethivke-der-Kleinsten-Quadrate bzw. L2-Norm)
ausgeglichenen Beobachtungen angenommen werdererkobese Stochastik vervollstandigt sich
anhand der zwischen den einzelnen Beobachtungdahleeslen Korrelationen zum stochastischen

(A-priori-) Modell der Beobachtungen affg,-Kovarianzmatrix.

5.2 Grundsatzliches zur Fortpflanzung zufalligerigiazanteile
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Ein in der grundlegenden Beziehung (5.1) mdglicleéser gegebener nichtlinearer Zusammenhang
zwischen den Beobachtungknnd den Parametefhist aufgrund der zur Lésung einer nicht tiberbe-
stimmten oder redundanten geodéatischen Ortungdaeiflader Regel erforderlichen Matrixalgebra
vorbereitend zu linearisieren. In der Geodasie ltiesuaus dem Abbruch der zugehdrigen Taylor-
reihenentwicklung — nach dem Ublicherweise erstiéedG- eine linearisierungsbedingte Naherung fur
die Abbildung des Beobachtungsraumes, also der &ddbngen selber und deren Stochastik, in den
Parameterraum.

Fir die geometrische Losung einer Ortungsaufgalee Bdrameterschéatzung ergeben sich daraus die
Folgen einer iterativen Anwendungsobligation dsuligserzeugenden Matrixalgebra zur Annéherung
an die geometrische Erwartungswertsituation undsefiir jene Situation bestehenden linearisierungs-
bedingten Parameterbias ab der zweiten Ordnluy(@ +) als Differenz zu einer geometrischen
Losungssituation chatzergebnig/ (x)), welche auf einer (konvergierenden) lésungserzedgn

Anwendung von Gliedern bis zur 1. Ordnung beruht.

Abb. (5.2) Linearisierungsbedingter geometrischer2érrungseffekt der Varianzanteile 2. Ordnung:

Geometrische
Erwartungswertsituatior

E) (= x(T))

Linearisierungsbedingte geometrische
Ldsung
(Schétzergebnis) +

Parameterbias

héherer Ordnung - bzw.

M(x)=(AT*P”*A)_1*AT*P”*1 bX(z +)

Wahre geometrische
LOsung

% = x(1)

Dabei realisiert sich das Problem der Linearisigrum iterativen Berechnungsverfahren zweistufig:

Verfahrensstart ist die Schatzung einer Zielgrie= x(lp) (hier nach der L2-Norm), die infolge des
Abbruchs der linearisierenden Taylorreihe nach défitherweise ersten Glied nur genahert erfolgen
kann und daher im Anschluss daran zur Neuberechdand\usgangsgroflly = [(xy) als bis hier
einmal verbesserte Beobachtung fihren muss; digt8atg der Zielgrol3e wird fir den aktualisierten
Linearisierungspunkt, im Rahmen einer zweiten Iteration erneut durchgefiMit der Anwendung
weiterer Iterationen gelingt im Falle einer konvergnden Ausgleichung eine weitere geometrische

Annaherung an das SchatzergeliM$l}, M{x}) der betrachteten Stichprobe.

Die konventionelle Anwendung der L2-Norm-Schatzliefert so stets den Schatzwe{x(l)} an

der Stelle des aktuellen Linearisierungspunkgeals gendherte ZielgroRe und es bildet sich daher d

5.2 Grundsatzliches zur Fortpflanzung zufalligerigiazanteile
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Paar korrespondierender Einzelwe(ly, M{x(ly)}). Dabei kommen ddrinearisierungspunkt und ¢
die Beobachtung inrem ErwartungsweiM{l} und der gesuchte Parameteseinen Erwartungswert
M{x} zwar beliebig nahe, ohne ihn jedcjeweils zu erreichen. Das zugehdrige Iterationsverfahre

in Abbildung (53) mit roten Pfeildarstellungen symbolisi

Die zweite Stufe dekinearisierungsproblems besteht in einem Paramathdherer Ordnung, der

Abbildung (53) anhand des Parameterbias 2. Ordrb,.(2) = R, (1) reprasentiert wird und in dies
Form von der Stochastik des Beobachtungsraumesafiémzmatrix der BeobachtungCy;) und der
Nichtlinearitat der Abbildung (1) abhangt und sich in den zugehérigen Beobachtunggbi@sdnung
b;(2) Uberfuhren lasst. Die Berlcksichtigung jener stetibeh induzierten und squast und nicht

deterministischsystematischen Bias 2. Ordnung liefert wahre StichprobenergebrE{l} / x(E{l}).

Abb. (5.3) Beobachtung$b;(2)) und parameterbezogef, (2) = R,(1)) Residuen 2. Ordnung fi

linearisierte Schéatzer:

X I(x)

«—— wahres Ergebnis

X(E{1}) = x(1) -

Mi{x} = Mi{x(I}} - «— Schatzergebnis

x,=x(15) |

Iy ———> Mi{l} E{l}=1 /

Die Parameterstochastik einer Ortungsaufgabe mteejehend mit dem Effekt einer Vernachl-
gung der Kovarianzmatri€,, belastet, welche in diesem Zuge stets zu glinssghgezt und fur de

nicht Gberbestimmten Fall voma. stochastischen Modell der Beobachtun@grnduziert wird.
Fir dieses Modell sei die Abweicht
e=1l—-E{l} (5.2)

zwischen der (normalverteilten) Realbeobachtl und ihrem wahren oder ErwartungswE{l}

grundlegend.

5.2 Grundsatzlichezur Fortpflanzung zufalliger Variaanteile
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5.3 Geometrische und stochastische Verzerrungseffiek2. Ordnung der nicht-

linearen Varianzenfortpflanzung

In Kapitel 5.3 werden der geometrische Verzerrufigkeals Parameterbias 2. Ordnung fur skalare
und vektorwertige Funktionen sowie der zugehorigetmastische Verzerrungseffekt als Varianzanteil
bzw. Kovarianzmatrixanteil der nichtlinearen Vadanfortpflanzung zunachst fir den allgemeinen
Fall einer beliebigen aber symmetrischen Dichtefionkder Beobachtungen und anschliel3end fiir die

spezielle Annahme normalverteilter Elementarfebldwickelt.

Tab. (5.2) Ubersicht der Kapitel zur Entwicklung deometrischefb,) und stochastische(it)

Verzerrungseffekte 2. Ordnung:

Dichtefunktion: beliebig symmetrisch normalverteilt

Approximationsvektol: lo=EQ)

Beobachtung Parameter b, c b, c
Skalar Skalar 53.2 5.3.2 535 5.3.5
Vektor Skalar 5.3.3 5.3.3 5.3.6 5.3.6
Vektor Vektor 5.34 534 5.3.7 5.3.7

Die entsprechenden Verzerrungseffekte fir den Réshafall sind davon zu unterscheiden und hier

nicht betrachtungsgegensténdlich.
5.3.1 Fortpflanzung systematischer und zufélliger "rianzanteile in nichtlinearen Funktionen

Aufgrund eines nichtlinearen Zusammenhafigs
x=f=rf(+e) = f(0) (5.3a)
mit
E{x}=E{f(D}=E{f(1+ &)} = E{f (1)} (5.3b)

zwischen den gegebenen Beobachturigemd den zu bestimmenden Parameterst zur Ermittlung
des Fortpflanzungsverhaltens der beobachtungsbezongaifalligen Varianzanteilge) in den Para-
meterraunt(e,) eine Linearisierung vofi auch fur den nicht Gberbestimmten Fall erfordarl@omit
sind folglich parameterbezogene zufallige Variate#ame, hoherer Ordnungen zu erwarten, die in
der konventionellen, sich auf Glieder erster Oradnbeschrankenden Fehlertheorie unberticksichtigt
bleiben. Die einfache Form der auf die 2. Ordnuagdgenen Anteile vos, stellt unmittelbar den
gesuchten geometrischen Verzerrungseffekt dar.zDgehorige, sich aus den Anteilen 2. Ordnung

5.3 Geometrische und stochastische Verzerrungsef&lOrdnung der nichtlinearen
Varianzenfortpflanzung
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speisende stochastische Verzerrungseffekt ergibtisiseiner quadratischen Form durch Subtraktion
der quadratischen konventionellen, also auf di®rtinung bezogenen Parameterstochastik von der
quadratischen Form der Summe aus den Anteilendl2u@®rdnung vorz,,.

Eine nichtlineare Ortungsaufgabe erfiillt dahereideim Falle die Voraussetzung, parameterbezogene
Verzerrungseffekte hoherer Ordnungen zu induziemrmh lasst deren analytische Herleitung fur den
nicht Gberbestimmten Fall zu, da hierfir die Anweamgivon Matrixalgebra entbehrlich ist.

Eine analytische Bestimmung der parameterbezogaunf@iligen Varianzanteile nach der 2. Ordnung
gelingt somit anhand einer nicht tGberbestimmtennialdtlinearen Ortungsaufgabe.

Zur Verifizierung entsprechender Beziehungen fim Bedundanzfall wére zunéchst zu zeigen, dass

sich die Beziehungen des nicht Uberbestimmten BHllspezielle Losungen daraus ergeben.
5.3.2 Verzerrungseffekte 2. Ordnung fur skalare Fuktionen mit skalarwertigen Beobachtungen

Die zur Betrachtung der Fortpflanzung zufalligenelazanteile erforderliche Linearisierung der dem
Parameterc zugeordneten nichtlinearen Zielfunktignerfolge tber eine Taylorreichenentwicklung
am Linearisierungspunkg und bis einschlieRlich zweitem Reihenglied, da hisbesondere die An-

teile 2. Ordnung untersuchungsgegensténdlich uhdrdait abzubilden sind, mitl = [ — [,:

x:f(l):f(l0+(l_lo)):f(lo+dl)

~ )+~ D care 208 (aa
11 ally, 20 o,
Nach Subtraktion des Funktionswerf&$,) am Linearisierungspunkg ergibt sich:
dxzx—f(lo)zi*% *dl+i*& * dl? (5.4b)
11 ally, 21 02|
Fur die Berechnung des Momentes 2. Ordnung idilédkeerung
fEW = E{f (D} = E{x} (5.5a)
zulassig, welche auf den speziellen Linearisierpagktl, = E{l} bezogen lautet
flo) = f(E{lo}) = E{f(lp)} = E{x} (5.5b)

und eingesetzt in Beziehung (5.4b) unter der — @ewhrankung des allgemeinen Falles geltenden —

Voraussetzung dieses Linearisierungspunktes

dl=1-l,=1-E{}=1-I=¢
auf die geometrischen Verzerrungsanteile 1. ur@r@nung fuhrt
dx=x—f(ly) =x—E{x}=¢, =

5.3 Geometrische und stochastische Verzerrungsef&lOrdnung der nichtlinearen
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1 0x +1 d%x
= — %k — * _— —
SRR TR TI TR TE

(5.6)

lo
Daraus ist der Parameterbias 2. Ordnung als gesaiedr Verzerrungseffekt unmittelbar entnehmbar:

2

1

* E{e?} (5.7)

lo

Der stochastische Verzerrungseffekt 2. Ordnungbergich in seiner quadratischen Form gemafi

2 2
2) <1 0x )
*x &£ - — % — * £
L 11 ally,

Kapitel 5.3.1 wie folgt:

1 ox 1 0%

2 — g — —_— ——
x@2)=E (1!*61 R TRFTE

2
£ 1 [0%x 5 +ax 0%x 5
= — % * —| xex *
g \az| %) Tarl, "t Ta] "F
0 0
=22 ) e 2] 2] e 58
= —x * — x * .
o 17\ |, RT] P TC R
0 0

5.3.3 Verzerrungseffekte 2. Ordnung fur skalare Fuktionen mit vektorwertigen Beobachtungen

Die Linearisierung des Parametersiihrt im 1. Glied auf die Jacobi-Matr®f(1)|,, der geordneten

partiellen ersten Ableitungen der Parameter nachBeobachtungeh (angegeben fir den allgemei-
nen Fall der 1. Beobachtuihg einer beliebigen Beobachtuhigund der letzten Beobachtuhg

mit

|ax 0X 0X
al, al; al

n1,n]

Df() =

und im 2. Glied auf die Hesse-MatrlXZf(l)|l der geordneten partiellen zweiten Ableitungen der
0

Parameter nach den Beobachtunféim allen Kombinationen fiir die beiden jeweils einer partiel-

len zweiten Ableitung beteiligten Differentiale)

mit
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ED¢ 02X ED¢
allz e 6ll.(sl1 e 6ln.5l1
Dif(D) = ox o°x X 5.9a
e T T A T R [ A (593
GED¢ ED¢ 0°X
a6l al,6l, FTICH M

Nach HhFTMANN (2009) ergibt sich:

x=f®=f(lo+UA-1))

1 1
x =~ flo) + 3+ DD, + (U= 1o) + 57+ (L= lo)" = Déf(l)|l0 * (L= 1o) (54c)

Mit I, sei analog zu Kapitel 5.3.2 ein NaherungswertLalgarisierungspunkt fur die vektorwertige

Variablel eingefihrt.

Ohne Beschrankung des allgemeinen Falles sei zuvéhdeen Linearisierungs- bzw. Entwicklungs-
punktl, die Annahmd, = E{l} getroffen, so dass sich die Entwicklung woauch schreiben lasst

1 1
x~ fEWD + 37+ DF Oy, = A= B + 5+ (- E{)" D?gf(l)|lo « (- E{}) (5.4d)

Mit der fir die Berechnung des Momentes 2. Ordrzuigssigen und ebenfalls fur die vektorwertige
Variablel gultigen Naherung (5.5&)(E{l}) = E{f()} = E{x} und Anteile gemaf Beziehung (5.2)
gilt fur die Entwicklung von Beziehung (5.4d) weite

1 1 \
xzE{x}+E*Df(l)|lo*£+z*sT*Déf(l)|lo*s (54¢€

Man erhalt daraus durch Subtraktion des ErwartuegesE{x} des Parameters die stochastische

GrofRes in den Parameterraum transformiert zu
1 T 2
Sx:x_E{x}:Df(l)llo*£+E*€ *DQf(l)|l * & (5.41)
0

Daraus ist der Parameterbias 2. Ordnung als gesciedr Verzerrungseffekt unmittelbar entnehmbar:

1
by = 5+E {71101 * DEF D] . £} (5.10)

Das stochastische Gesamtbudget ergibt sich inrsgiredratischen Form mi, nach (5.4f) gemaR

dem Ansatz

of = E{ey &}
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1 1 T
= {(Df(z)h we+sx el « DA, xe) s (DFDIy x 2+ x DRFD), * )}

1
E{(DF Iy » e+ 5+ €« DD, )« (7= DFD," +5 %€ D3FO, )]
1
= E{Df(Dl;, & &+ DFQDL,” + DF DIy, = 25+ £+ DFFD, "

1 1
2+ €7« DAF(D], # e T DFDI," +5 0 " 5 DRFW, + v e« DBFD], "+ e]

Der stochastische Verzerrungseffekt 2. Ordnaa(R) folgt daraus in seiner quadratischen Form per
Subtraktion des auf die 1. Ordnung beschranktem3ef (1) = Df(l) = E{e x €'} * Df(D)T:

0% (2) =

72

1 T
i el * sz(l)|lO x g% gl x sz(l)|lo * s}

1 T 2 T T
xex el *D f(l)| retoe *DQf(l)|l xex e« DF(D],," +
0

T

1 1
- E{<E*f *Dof (D], *&x "+ DD, ) +5+ &« DGf(D|, +&+ e+ DL, +

%*s «D f(l)l *s*(é‘ *D f(l)| )T}

Mit der Identitat (5.12) gilt weiter

T

1
HOE E{(—*D fO), (@) e+ DI, ) +
1 T
S DR D], * (e ® &) ™ DI, + 7+ DD, + (e @)+ ( %f(l)llo*(8®£)>}

02(2) = _*Df(l)|lo*E{£*(£®€)T}*D f(l)|10T+

1 2 T T
5* DVf(l)|lo *E{(e® &)« }xDF(DI,, + (5.11)

1
—*Dﬁf(l)| +E{(e® &) * (e ® &)} * D} f(l)|
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5.3.4 Verzerrungseffekte 2. Ordnung fur vektorwertge Funktionen

Die Verwendung der Hesse-Mat £(I) in ihrer quadratischen Form (5.9a) ist erfordérfiir alle
symmetrischen Produktbildungen mit Beteiligung ldesse-Matrix als einmalig auftretender mittlerer
Multiplikator; bezlglich der Verwendung von Formeindatenverarbeitenden Systemen sei jedoch
diese Matrix i.d.R. als zum Zeilenvektor vektontéeForm von (5.9a) gemafd folgender Beziehung
(5.9b) mit der Bezeichnun@? verwendet.

Die (Hesse-) Matrix lautet fir den allgemeinen fgalt einzelnen Beobachtufigmiti = 1---n:

Dif() =
0%x 0°x 0%x
al,* al,01; al,al,
0%x 9%x 0%x (5.9b)
oLolL, 9l al.al,
0%x 0%x 0%x
al,al, al,al; 0Ll

Mit Beteiligung der Hesse-Matrix in ihrer quadratien Form gemal3 (5.9a) (linke Gleichungsseite)
und ihrer vektorisierten Form gemaf (5.9b) (recBleichungsseite) gilt unter Verwendung des wie
folgt definierten Kronecker-Produkts
£1 % &
&1 * &
&1 * &n
5_1 & * € & N &
tQe=¢e® ‘gl = S%gi = fi*:‘fi
En £ *. &n € * €n

Epn ¥ &1

&n * &
En * En [712,1]
die Identitat

" (1) * Df Dinny |lo * E[n1]

62x+ 90%x N 0%x 0%x N 82x+ 0%x
= * .k * * C ok —— ¢ ————
YT T TP T TR T TR P TR M TR
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0%x N 0%x N 0%x 5 62x+ 0%x N 0%x
* —— 3 * * = * * £ %k —m — * * ——
TR TR TR TR P YIEY R VI T TR T I T

1

0%x e 62x+ 0%x N 0%x N 0%x 0%x
F T TP T T TR TAF TR

+& x & *

=DifDin2)| * (€@ 2y

lo

" (1,n) * DGf D) |lO % &) = DEf(D[1n2)| * (€@ E)ppzy] (5.12)

lo

und mitDZf (1) gemak (5.9b) somit fiir Beziehung (5.4f) unter \@rdung des Kronecker-Produkts
eEQ e

Exr1,1] = X11] T E{x}[11
(5409)

1
= Df i, * & +5* DI D[1)| * (€@ D)pzyg

0
In der Form (5.4g) ist unter Verwendung der Jaddairix Df (1) und der Hesse-MatriR? f (1) das
Parameterresiduum vektorfahig, indem sich diese beiden Matrizen Hudinzufiigen jeweils einer

weiteren Zeile fir die entsprechenden Ableitungersweiteren Parameters nach unten verlangern:

Expu) = Xw1) — Ex 1)

1 (5.4h
= Df(l)[u,n]|lo * Emp1] T E * D%f(l)[unzl l *(e® 8)[712,1]

Die beteiligte Hesse-Matrix hat hierin die nachstate allgemeine Form.

Die Hesse-Matrix der zweiten Ableitungen der Patameach den Beobachtung®@® f(l) lautet
(angegeben fir den allgemeinen Fall der 1. Beobagfi{, einer beliebigen Beobachtugigund der
letzten Beobachtung, sowie fiur die 1. FunktioX,, einer beliebigen FunktioX; und der letzten
FunktionX,):

5.3 Geometrische und stochastische Verzerrungsef&lOrdnung der nichtlinearen
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DFf(D) =

92X, %X, 9%X,
oL% oL al vt alal,
92X, 52X, 9%X;
oL% oaLal vt alal,
aqu cee aZXu cee aqu
al,* al,01; al,dl,
azXl 62X1 ale
alal, ALt vt alal,
aZXi aZXi aZXi (59C]
aLal, At o alal,
92X, 92Xy 92X,
al,al, al;* al,al,
92X, 92X, 92X,

ol al, ALl Tt 9l,>
02X; 92%X; 02%X;
aLal, " aLalL v al,’
%X, %X, %X,
al,ol, al,al; al,? o]

Der Parameterbias 2. Ordnung ist Beziehung (5.4g0len Hesse-Matrix gemal (5.9c) entnehmbar

1
be(Dpus) = 5 * Dy 2| *Ele® ez (5.13)
0

Fur die Stochastik des Parametervekiogilt nun der Ansatz
Cox = E{(x — E{x}) = (x - E{x})T} = E{e, = ng}

Das stochastische Gesamtbudget ergibt sich inrsgiredratischen Form mé, nach (5.4g) geman

dem Ansatz

Cxx = E{(x - E{x}) * (x — E{x})T} = E{Ex * ExT}

T
{(Df(l) ve 47 DHD) « (s®s)) <Df(l) ce 42 DR (s®s)> }
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= {(Df(z) ce 42 DD - <e®s>> - (ST*Df(l)T+%* (€@ &) *D%fa)T)}
_ E{Df(l) cex T« DFD)T + DF(D) * & * % «(e® &) *DAfD)T +
1
S DD+ (e @ &)+ &+ DFD + —*D 2f(D) < (£ ® £) *—*(s@e)T*D ol
Cox = DF() » Efe €7}« DFQ)T + % « DFQD) + Efe + (£ ® )T} « DAF Q)T +

1
2 Dif(D)+E{(e®@¢€)+e}xDFD)T +~ 7% Dif()+E{(c® &) * (e &)}« Dif (DT
(5.14)

Sei alsax = f (1) eine vektorfahige Funktion zwischen einem (quasimalverteilten) Zufallsvektok
und einem Zufallsvektar und (1) um einen Mittelwertvektop, in eine Taylorreihe entwickelbar,
so gilt fur die nichtlineare Varianzenfortpflanzudgr Ansatz (5.14) fur die Kovarianzmat, mit
den Varianzanteilen 1. und 2. Ordnung am Lineausigspunki,, falls als fixer Approximationsvek-
tor Iy bzw. &y der MittelwertvektorE (1) = Iy gewahlt werden kann, wie ab (5.6) bzw. (5.4d) eing
fuhrt (GRAFAREND & SCHAFFRIN 1993).

Der stochastische Verzerrungseffekt 2. Ordnungoesich in seiner quadratischen Form daraus durch

Subtraktion des auf die 1. Ordnung beschranktem3er
Cxx(1) =Df () x E{e = "} x DF(D)" (5.15a)
zu:

Cxx(z) =

1
—*Df(l)*E{f*(£®€)T}*D fO"+

(5.15b
1
>*D fD+E{(e®e&) "}« DD +

1
—*D D +E{(e®e) « (@)} DEfF(DT

5.3.5 Verzerrungseffekte 2. Ordnung fir skalare Fuktionen mit normalverteilten skalar-

wertigen Beobachtungen

Der Parameterbias 2. Ordnung nach (5.7) ergibtfsichormalverteilte Beobachtungen aufgrund der

Identitat (A.5.3.1a) zu
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2

1 0°x 5
bx(Z) = E*ﬁ * 0] (516)

lo

Der stochastische Verzerrungseffekt 2. Ordnung) @gibt sich flir normalverteilte Beobachtungen
aufgrund der Identitaten (A.5.3.1c¢) und (A.5.1.6a)

3 (629(
Gx(z) = —*

2
25\ 32 ) *0'14 (5.17)
lo

5.3.6 Verzerrungseffekte 2. Ordnung fur skalare Fuktionen mit normalverteilten vektor-
wertigen Beobachtungen

Der Parameterbias 2. Ordnung nach (5.10) lassinsiicter Identitéat (5.12) auch schreiben als

b, (2) = %* E{Daf(l)ho «(e® s)} = %* DI, *E(e® &)

und ergibt sich fur normalverteilte Beobachtungefgaund der aus den Identitaten (A.5.3.1a) und
(A.5.3.1b) resultierenden IdentitBfs @ &} = vec(Cy;) zu

bo(2) = 5+ DD, * vee(Cu) (518

Es ist zu beachten, dass es sich bei den Foen@rm undvec(Cy;) jeweils um Spaltenvektoren und
bei der Vektorisierungsvorschriftec() nicht um eine mathematische sondern um eine Psedde

darstellung handelt.
Hinsichtlich des stochastischen Verzerrungseffak®rdnung gelten folgende Uberlegungen:

Im ersten und zweiten Summand von (5.11) treteRrioduktbildungen mit und dem Kronecker-
Produkt € ® £ Erwartungswerte (von teilweise gemischten Momentéaer maximal bivariaten

Normalverteilung auf, fir die folgende Identitaenbericksichtigen sind (Anhénge 5.1.4 und 5.2.6):

E{e3} =0 (Schiefe) (5.19a)
E{e2x gy} = 0 (5.19Db)

Ef{e, * (ep*xe.)} = 0 (5.19¢1)

E{(eq * €p) x e} = 0 (5.19¢2)

Damit entfallen der erste und zweite Summand augeBang (5.11) und es gilt mit der Identitat

E{(t®@&)*(e® &)}

T
= vec(Cy) * vec(Cy)T + 2 * vec (diag(diag(C”))) * (vec (diag(diag(C”))))

aus Anhang 5.3 fir den stochastischen Verzerrufeggef. Ordnung nach (5.11)
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2 1 2
02(2) = 7+ D} I,
T
* <vec(C”) * vec(Cy)T + 2 * vec (diag(diag(C”))) * <vec (diag(diag(C”)))) >

DO, "
(5.20)

Es ist zu beachten, dass es sich bei der Elimimgsorschrift fir alle Matrixelemente aul3erhalb der
Hauptdiagonalerliag(diag()) ebenso nicht um eine mathematische sondern umRsieedocode-

darstellung handelt.

5.3.7 Verzerrungseffekte 2. Ordnung fur vektorwertge Funktionen mit normalverteilten

Beobachtungen

Der Parameterbias 2. Ordnung geméaR (5.18) gilt dnietog, da die beteiligte Hesse-MatBig f (1)
lediglich in eine Form mit mehr als einer Zeile wsuit dieser Bia®,(2) von einem Skalar in einen

Spaltenvektor Ubergeht:
1 2
b,(2) = > va(l)|lo * vec(Cyp) (5.21)

Der stochastische Verzerrungseffekt 2. Ordnungbergich denselben Ubergangen beziiglich der
Hesse-MatrixD% f(I) folgend gemaR (5.20) bei einhergehendem Ubergasgsialaren Varianz-

anteilso2(2) auf den Kovarianzmatrixantel,,.(2) als ZielgroRe

1
Cix(2) = 2 * Dlzlf(l)|lo
T
* <vec(C”) * vec(Cy)T + 2 * vec (diag(diag(C”))) * <vec (diag(diag(C”)))) >

DD,
(5.22)

5.3.8 Ubersicht der hier gefundenen Verzerrungsefkte 2. Ordnung

Die hier gefundenen geometrischen und stochastiselezerrungseffekte 2. Ordnung beziehen sich
stets auf einen mittelwertigen Approximations- bizmearisierungspunktvektdp = E (1) und gelten
fur Beobachtungen einer beliebig symmetrischen tefcmktion sowie fir den daraus abgeleiteten

Spezialfall normalverteilter Beobachtungen.
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Tab. (5.3) Ubersicht der hier gefundenen geoméigisth,) und stochastische(it)

Verzerrungseffekte 2. Ordnung:

Dichtefunktion: beliebig symmetrisch normalverteilt

Approximationsvektot,: lo =E()

Beobachtung Parameter b, c b, C
Skalar Skalar (5.7) (5.8) (5.16) (5.17)
Vektor Skalar (5.10) (5.11) (5.18) (5.20
Vektor Vektor (5.13) (5.15b) (5.21) (5.22)

b, : Geometrischer Verzerrungseffekt(2)
C : Stochastischer Verzerrungseffe®t(2) bzw.C,,(2)

5.3 Geometrische und stochastische Verzerrungsef&lOrdnung der nichtlinearen
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5.4 Auswertung vorliegender Quellen zu Verzerrungdéekten 2. Ordnung

Fir die nichtlineare Varianzenfortpflanzung gibe diorliegende Quelle RAFAREND & SCHAFFRIN
(1993) den Parameterbias und den stochastischeeangseffekt 2. Ordnung fiir skalare Funktio-
nen mit skalarwertigen Beobachtungen und fiir velgolige Funktionen jeweils bezogen auf den
allgemeinen Fall und spezialisiert auf den Falksdals Reihen-Entwicklungspunlg bzw. §, ohne
Beschréankung der Allgemeinheit der Erwartungs\é€l) = l, gewahlt werden kann und normalver-

teilte Beobachtungen vorliegen, an.

Fir die nichtlineare Varianzenfortpflanzung gibtr deif den Reihenentwicklungspunkj = E (1)
bezogene und fir skalare Funktionen mit vektorgeri Beobachtungen geltende Beitrag von
TEUNISSEN (1989) den Parameterbias 2. Ordnung auNISSEN (1989) zeigt flr den inversen Fall
den beobachtungsbezogenen Bias 2. Ordiby(R) in Abhangigkeit jenes Parameterblgg2).

Ferner wird der Parameterbias 2. Ordnung fur dithineare Fortpflanzung beobachtungsbezogener

systematischer Fehleranteile gezeigt.

Tab. (5.4) Ubersicht zur Quellenlage beziiglichgksmetrischen und des stochastischen

Verzerrungseffekts 2. Ordnung:

Dichtefunktion: beliebig symmetrisch beliebig symmetrisch normalverteilt

Approximationsvektol: beliebig lo=EQ) lo=EQ)

Beobachtung Parameter | (1) 2) 3) Q) 2) 3) Q) (2) 3)

Skalar Skalar b,,C by, C b,,C | b, C
Vektor Skalar b,, C b, b,, C
Vektor Vektor b,,C b,,C b,,C| by, C

Die ausgewerteten Quellen sind in Tabelle (5.4m&& folgender Nummerierung angegeben:

(1) : Diese Arbeit
(2) : GRAFAREND & SCHAFFRIN (1993)
(3) : TEUNISSEN(1989)

Die verwendeten Abklrzungen zeigen die Art des ®deungseffekts 2. Ordnung:

b, :Verzerrung,(2) des Schatzwertes gegentber dem wahren Wert bmvEdeartungswert
C : Stochastischer Verzerrungseffekt(2) bzw. C,,(2)

In rot gekennzeichnete Herleitungen sind fehlerbehaftét. betreffen ausschlie3lich die Quelle
GRAFAREND & SCHAFFRIN (1993). Die zugehdrigen Falsifizierungen sind fl@n stochastischen

Verzerrungseffek€,,(2) vektorwertiger Funktionen im Anhang 5.4.2 aufggtei

5.4 Auswertung konventioneller Quellen zu Verzegseffekten 2. Ordnung
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Fur die drei Ubrigen auf eine skalare Beobachtumd) @inen skalaren Parameter bezogenen Verzer-
rungseffekte (Verzerrung, (2) fur Beobachtungen mit beliebig symmetrischer Gaéimiktion und
stochastischer Verzerrungseffekt fir ebensolchenamthalverteilte Beobachtungen) sind die Falsifi-

zierungen in Anhang 5.4.3 gezeigt.

Fir die nichtlineare Varianzenfortpflanzung gibe @uelle MKID & V AJA (2007) die systematischen
und stochastischen Verzerrungseffekte fur die Aet2i und 3. Ordnung und den Fall eines skalaren
Parameters und einer skalaren Zufallsvariable(Einzelbeobachtung) mit beliebiger — auch nicht
zwingend symmetrischer — Dichtefunktion an.

Die zugehorigen Ergebnisse sind in Anhang 5.6 iella (A.5.6.1) fur die 2. Ordnung und in Tabelle
(A.5.6.2) fur die 3. Ordnung aufgefihrt. Sie stinmv&r die 2. Ordnung im Falle des systematischen
Verzerrungseffekt$, (2) mit den Ergebnissen dieser Arbeit Uberein; imd-d#s stochastischen Ver-
zerrungseffekts ist das Ergebnis voEdb & V AJA (2007) bezlglich des Kurtosis-Parameters — wie

in Anhang 5.6 gezeigt — zu korrigieren.

5.4 Auswertung konventioneller Quellen zu Verzegseffekten 2. Ordnung
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5.5 Wirkung der Varianzanteile 2. Ordnung

Wirkungen von Varianzanteilen héherer Ordnung se&tets ein nichtlineares Modgl(l) zur Ab-
bildung der Beobachtungen in den Parameterraum [§€ma) bzw. (5.3) voraus, dessen Linearisie-
rung anhand einer nach dem ersten Reihenglied edigjenen Taylorreihe erfolgt.

Nach Tab. (5.1) treten diese Wirkungen fur den tniferbestimmten und fir den Redundanzfall so-
wohl in deterministisch-systematischer Form einasfeterbias als geometrische Netzverzerrungs-
effekte (Kapitel 5.5.1) wie auch in stochastiscRerm (Kapitel 5.5.2) als Vernachlassigung fur die
Kovarianzmatrix der Parameter (stochastischer Netarrungseffekt) auf.

Fur den deterministisch-systematischen ParamegeihicOrdnung lassen sich die deterministisch-
systematisch induzierte (A.5.5.5c) und die stogbelsinduzierte Form (5.24) unterscheiden.

Es lassen sich Zusammenhénge zwischen den detstisuhtsystematischen und den stochastischen

Nichtlinearitatsverzerrungen zeigen (Kapitel 5.5.4)
5.5.1 Effekte 2. Ordnung auf die Momente 1. Ordnungon Parametern

Grundlage der Effekte 2. Ordnung auf den Momer@®@rtinung eines Parameterdildet die Taylor-
reihenentwicklung am Punkt, = f(l,) nach TEUNISSEN (1989) gemal (A.5.5.4b); darin ist ohne

Beschrankung des allgemeinen Fakesn der Erwartungswertstell{(} entwickelbarx, = f(E{l}).

TEUNISSEN (1989) fuhrt die Differenz zwischen diesem alsagt) wahrer bzwldealwertgesuchten
Ergebnisf (E{l}) und dem Schatzergebrii§f (1)} ein als Parameterbias = f(E{l}) — E{f (1)}, der
sich mit Beriicksichtigung des o.a. Entwicklungspask, = f(E{l}) ergibt zub, = x, — E{f(D};
mit x, = f(E{1}) = E{f(E{l})} = E{x,} lasst sictb, auch schreiben als, = E{x,} — E{f (D}.

Nach Subtraktion des Funktionswertgd) auf beiden Seiten in (A.5.5.4b) ergibt sich — znsd

beschrankt auf skalarwertige Zufallsvariablendx und damit auf einenxd1 Vektor(l — [,)

1
Xo—f() = Df(l)*(l—lo)+§*(l—lo)T*Déf(l)*(l—lo)

und mit dem Ubergang auf die Erwartungswerte hpit= E{x,} — E{f (1)} weiter der Parameterbias

fur die 1. und 2. Ordnung
1 T 2
be(1+2) = E{DF) + U= lo) +5+ (L= )"« D3FD + (- 1)}
1
= DFQ) * (L~ lo} + 5+ E{(L — )"  D3f(D = (L~ 1))

Mit Einfiihrung der normalverteilten Beobachtuhdes mittleren bzw. wahren Wertgs= [ und so

von (I — [,) als stochastische Grol3e — kontrastierend zur HEinfig vonl — [, als Summe aus einem
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zufélligen €) und einem systematischem Fehlerant@i) @n gleicher Stelle in Anhang 5.5.3 — folgt

mit dem Erwartungswe{l — I} = 0

1

1 _
be(1+2) = by(2) =5+ E{(- D) *D3f()* (1 - D}= 5* D3 * of

Die vorstehende Form des Parameterbias 2. (2) @gistuimmt mit der Beziehung (C31)
1
bx(2) = 5+ DGF (D)  of (5:23)

nach QRAFAREND & SCHAFFRIN (1993) fur den Fall ebenfalls skalarwertiger Zlsfedriablerl undx
und mitD%)f(l) als X 1 Matrix uberein. Anhand dieses Falles lasst aigier der Voraussetzung eines
nichtlinearen funktionalen Modell§ und daheli)éf(l) # 0 mit af > 0 bereits unmittelbar zeigen,

dassh,(2) # 0.

Die Erweiterung dieses nicht Uberbestimmten Falfsdge vektorwertige Zufallsvariable fiihrt mit

D%f(l) gemal (5.9a) unmittelbar zur Beziehung (A.5.5. hémh EUNISSEN(1989)

b,(2) = —% * spur(DGf (D) * Cy) (A.5.5.14B

und stellt den auf der Nichtlinearitat des funkéitam Modellsf beruhenden parameterbezogenen und
aus den Anteilen 2. Ordnung induzierten Bias (2indng)b, (2) dar, fir den im Falle eines linearen

Modells f wegenD3 f(I) = 0 folgt b, (2) = 0.

Grundsatzlich weichen also nach Beziehung (A.5)5d@ geschatzten Parametefx} um diesen
Bias b,(2) # 0 von ihren wahren Wertefi(E{l}) ab, fallsf nichtlinear. Diese Abweichung muss
jedoch daruber hinaus um die hier unbertcksiclyaytliebenen Terme ab der 3. Ordnung erweitert

werden.

TEUNISSEN(1989) gibt in Beziehung (A.5.5.14a) auch den hdggen beobachtungsbezogenen Bias
an, vgl. Anhang 5.5.5:

bi(2) = Qu*Df(D" * Qxx * by(2) (A.5.5.14a)

(A.5.5.14a) ist die Inversion der fur die 2. Ordgugiiltigen Wirkung der beobachtungsbezogenen
Anteile 2. Ordnung auf die Parametkg(2) = —F * b;(2) mit F = Q,, * AT = Py;. In der Form von
(A.5.5.14a) ist dieses Gesetz lediglich auf dentdebtungs- und den Parameterbias 2. Ordnung in

der Art systematischer Fehleranteile angewendet.
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Analog zu Beziehung (A.5.5.14b) nachEUNISSEN (1989) und fir gleichermalRen normalverteilte
Beobachtungert jedoch fir eine vektorwertige Zufallsvariabteergibt sich durch Subtraktion des
Funktionswerteg (u,) = f(E{l}) in (C36) aus GAFAREND & SCHAFFRIN (1993) mitE{y} = E{x}:

1
b,(2) = Efx} — f(EW) = E{f (D} — f(EWD) =5+ D f (D) = vec(Cy) (524)

Diese Darstellung des Parameterbbg$2) ergibt sich unmittelbar aus Beziehung (A.5.5.144alls
die Hesse-Matrix in ihre Form gemalf3 (5.9b) tbergeht

5.5.2 Effekte 2. Ordnung auf die Momente 2. Ordnungon Parametern (Parameterstochastik)

Die stochastische Wirkung der Varianzanteile 2.Morgy auf die Parameter wurde als nichtlineare
Varianzenfortpflanzung fiir den nicht UberbestimmEadl mit der Form der Hesse-MatrBZ f(I)
nach (5.9¢) in den Kapiteln 5.3.4 und 5.3.7 diégéeit gefunden zu

_ 1. p2 T
Cux(2) = 7 *DVf(l)|zO * (vec(Cy) * vec(Cy)” +
(5.22)
T
2 * vec (diag(diag(C”))) * <vec (diag(diag(C”)))) ) * D]Z,f(l)|loT

5.5.3 Ubersicht der systematischen und stochastisaIdentitaten der Anteile 2. Ordnung

Die Effekte 2. Ordnung auf die Momente 1. und 2drfing eines zu schatzenden Parametesisid
aul3er durch die Nichtlinearitat der Funkti6@l) noch stets durch die Stochastik der Zufallsvaeiabl

l induziert. Wie Anhang 5.5.3 entnehmbar zeiguNISSEN(1989) den sich aus der Einflhrung einer
beobachtungsbezogenen deterministisch-systematidnzerrung?; ergebenden Effekt 2. Ordnung
auf das Moment 1. Ordnung van der somit aldeterministisch-systematisch induzieezeichnet
werden kann; die ausschliel3lich auf der Stochasbik I beruhenden Effekte 2. Ordnung sind

hingegen alstochastisch induziedu bezeichnen.

Die Ermittlung des Parameterbihg(2) erfolgt fur den nicht Gberbestimmten Fall gemazi&sung
(5.24) nach ®AFAREND & SCHAFFRIN (1993) fiir eine vektorwertige Zufallsvariabtemit D f (1)
nach (5.9c); (A.5.5.14b) nacleUNISSEN(1989) gilt hingegen fiir eine skalarwertige Zigadriablex

mit D f (1) gemaR (5.9a).

Der Parameterbiabff)(Z) als Verzerrungswirkung der Varianzanteile 2. Ordnist lediglich Uber

die Beziehung (A.5.5.5c) deterministisch-systenshtisnduziert, in den Ubrigen Fallen ibff)(Z)

stochastisch induziert.
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Fur eine beliebige Dichtefunktion der nur skalatwgen Zufallsvariablerd undx und den nicht tber-
bestimmten Fall sind die Effekte 2. Ordnung aufii@mente 1. und 2. Ordnung in Tab. (A.5.6.1) im
Anhang 5.6 angegeben.

Tab. (5.5) Effekte 2. Ordnung der vektorwertigeriaflavariablenl auf die Momente 1. und 2.

Ordnung der Zufallsvariablenfir den nicht Gberbestimmten Fall:

Redun| Effekte 2. Ordnung auf das Moment 1. Ordnui Effekte 2. Ordnung auf

-danz (Verzerrung der Erwartungswerte) das Moment 2. Ordnung

Stochastisch induziert:

by(2) = (A.5.5.14b) Stochastisch induziert:
—% * spur(D,zgf(l) «Cy) 1 C..(2)
1 =D f(l)|
b,(2) = —*D 2F() * vec(Cy) (5.24)

" <17ec(cu) + vec(Cy)" + 2
* vec (diag(diag(Cu)))

* (vec (diag (diag (C”))))T)
D, "

Deterministisch-systematisch induziert:

1
bx(2) = 5+ (DFFW) « vec(Cw)
(A.5.5.5¢)

1
—*D vfO =WV QW)

bi(2) = Qu*Df(D" * Qxr

A5.5.14 5.22
“b.(2) ( a) (5.22)

5.5.4 Zusammenhange zwischen deterministisch-systatischer und stochastischer Wirkung der

Anteile 2. Ordnung

Vorbereitend sei die Beziehung (5.22) zur Ermitglutker Varianzanteile 2. Ordnung,,(2) der

Varianzenfortpflanzung in die Summe zweier quadctiier Matrizen zerlegt:

Crx (2) =

—*D WfDI,

T
* <vec(C”) * vec(Cy)T + 2 * vec (diag(diag(C”))) * (vec (diag(diag(C”)))) )
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T
* DEf (D,
1 2 T 2 T
=" va(l)|lO *vec(Cy) * vec(Cy)” * DVf(l)lzo

2 . . . . T T
+Z * D%f(l)|lo * vec (dlag(dlag(cu))) * (vec (dlag(dlag(C”)))) * D%f(l)|lo
Die auftretenden transponierten Terme lassen siahagise zusammenfassen:

Cxx(z) =

1 T
i Dlzlf(l)|lo * vec(Cyy) * <D%f(l)|lo * WC(Cu)>

(5.25a
1 T
+§ * Dlz,f(l)|lO * vec (diag(diag(C”))) * <D,2,f(l)|lO * vec (diag(diag(C,,))))

Mit dem Ubergang auf Beziehung (5.25b) wird die €datung voncC,,(2) in Form einer Summe

zweier dyadischer Produkte vollzogen:

Cxx(z) =
T
<l * sz(l)| * vec(C )) * (l * DZF(D| *vec(C ))
2V lo u 5> * Dy . I
1
+ (5 * D%f(l)ho * vec (diag(diag(cu)))> (5.25b)

T
* (% * Dlz,f(l)|l0 * vec (diag(diag(Cu)))>
Mit jenen Anteilen stellC,(2) stets eine Rang-2-Matrix dar, deren natirlichegi#sahwachform so
bereits das Fehlerbudget der Anteile 2. Ordnundggebend abbildet. Infolgedessen stellt das Produkt
C..(1)~1x C,,(2) unabhangig des Ranges wp, (1) gleichfalls eine Rang-2-Matrix dar ndi{ und

A, als den einzigen von Null verschiedenen Eigenwetiess speziellen EWP dieses Produkts, welche
nach ZURMUHL & FALK (1984) mit den einzigen nicht nullgleichen Eigenee des zugehdrigen all-
gemeinen EWP mi€,,(2) als Vergleichs- und,,(1) als Referenzkovarianzmatrix identisch sind.
Dadurch lasst sich die Vergleichskovarianzmajx(2) ausgehend von der Beziehung (2.15b) mit
den zul, undA, gehdérenden transformierten Eigenvekigy undx;, der MatrixX = (X~ 17T (mit X

= originare Modalmatrix des AEWP) tragerfunktionisabgig bilden zu

— ¥ =T | = =T
Cxx(z) - xﬂ.l * Al * xﬂ.l + xﬂ.z * AZ * xﬂ.z
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Cex (@) = (T, *VT) * (VA #T,) + (o, #VB) * (VA2 * 7, (5:25¢,
Mit der Darstellung des Parameterbias 2. Ordriy(@) geman (5.24) geht (5.25b) uber in die Form
Cxx(z) =

by(2) = b, (2)"

1 .25d
+ (5 * D%f(l)|l0 * vec (diag(diag(C”)))> (5.25d)

T
1
* (ﬁ * Dlz,f(l)|l0 * vec (diag(diag(cu)))>

und fuhrt Uber die formale Analogie zwischen (5)26nd (5.25d) mit jeweils zwei als dyadische

Produkte auftretenden Summanden auf die Aquivalenz

by(2) x b (2)T = (%3, * /A1) * (A, * %], ) =
b,(2) = X3, * A, (5.26a)

und aufgrund der ausschlie3lich quadratischen Ribddung in (5.25c) und (5.25d) und der sich

daraus ergebenden Uneindeutigkeit der Vorzeichetsin ebenfalls auf die Aquivalenz
b,(2) = —%;, x4 (5.26b)

Dies fuhrt auf die lineare Abhangigkeit zwischemmetrischer Verzerrungswirkung des Parameter-

bias 2. Ordnungb,(2) und stochastischer Verzerrungswirkung der latertd@uptschwachform
Xy, * \/A_l aus dem allgemeinen AEWP. Jene lineare Abhandigigi den quantitativen Zusammen-

hang zwischen der latenten Hauptschwachfgjms \//1_1 und dem Parameterbiag(2) an und zeigt

so implizit, dass diese GroRen im qualitativen Megikihrer geometrischen Ausrichtung koinzidieren.

Es ist aber zu beachten, dass sich der zugehéogarkanzmatrixzuschlag,,(2) gemaR Beziehung
(5.22) nicht ausschlief3lich aus dem dyadischen ukitodes Parameterbias (5.24) mit sich selbst als
dessen quadratische Form ergibt, da nach Bezigldu2gp) bzw. (5.25d) noch ein weiterer Summand

als ebenfalls dyadisches Produkt zur Bildung @op(2) besteht.

Der in Kapitel 5.7.2 betrachtete einseitig angessdéne Polygonzug bestétigt die hier gefundenen
Zusammenhéange zwischen deterministisch-systematissid stochastischer Wirkung der Anteile 2.
Ordnung. Insbhesondere koinzidieren der stochastighizierte Parameterbias 2. Ordnung2) und

die latente Hauptschwachform, dessen zugehoérigératische Form mit einen Anteil von 93.2 % an

5.5 Wirkung der Varianzanteile 2. Ordnung



5 Fehlertheorie 2. Ordnung 75

der verallgemeinerten stochastischen quadratisdthetaverzerrung den Kovarianzmatrixzuschlag

C,(2) und damit das Budget der Varianzanteile 2. Ordril@agdominiert.
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5.6 Analogiebetrachtungen
Fir die Anteile 2. Ordnung kdnnen folgende Analagiefunden werden:

» Analogien hinsichtlich der Fortpflanzung der detimistischen und stochastischen Anteile 1.
und 2. Ordnung
* Analogie der Anteile 2. Ordnung zu den nicht zug&lh Varianzanteilen des geometrischen

Nivellements
5.6.1 Analogien im Bereich der Anteile 1. und 2. @inung

Prinzipiell lasst sich die beliebige differentikleine und auf die einzelnen Beobachtungen bezogene
GroRReAl formal als beobachtungsbezogener Fehleradtéiiterpretieren, der im Zusammenhang mit
der Fehlerfortpflanzung in den Parameterradi) (hoch auf spezielle Eigenschaften festzulegen ist.
So lasst sich die Grof# entweder als deterministisch-systematischer Fafileit (Anhang 5.5.3) mit
einem Erwartungswet{dl} = E{V,} # 0 oder als stochastischer Varianzanteil (Kapitel1§.fter-
pretieren, welcher fir L2-Norm-Schatzungen als akabder vektorwertige Zufallsvariable mit

E{dl} = E{e} = 0 (quasi-) normalverteilt ist.
5.6.1.1 Fortpflanzung der beobachtungsbezogenen sgmmatischen Fehleranteile

Fir den nicht tberbestimmten Fall erfolgt die Fivatizung deterministisch-systematischer Ant&ije
(Beobachtungshidszum Parameterbiadiir die 1. Ordnung linear anhand der Jacobi-Malrf(1),
welche die partiellen Ableitunggfi(l) und damit das Modefi(l) linearisiert enthalt:

Vx= Df(D) *V, (5.27a)
Mit b; = V; undb, = Vx als Bezeichnungen aus Tabelle (5.6) lasst siclvélgnt schreiben
b,(1) = Df(D * by (5.27b)

Zur Ermittlung des Parameterbihg stellt fir die Anteile 1. Ordnung der Beobachtungsb; das
Argument der Fehlerfortpflanzungsfunktion dar; éiie Anteile 2. Ordnung bildet gemaR Beziehung
(A.5.5.5c) die Kovarianzmatrix der Beobachtunggp und das dyadische Produkj = V7 gemaR
Anhang 5.5.3 das Funktionsargument fiir den detéstisoh-systematisch induzierten Parameterbias.
Die Transformation des Funktionsargumertig§iir die Anteile 1. Ordnung erfolgt nach (5.27b) kibe
die Jacobi-MatrixDf (1); fur die Anteile 2. Ordnung werden die FunktiomganenteC;; undV; V1
nach (A.5.5.5c) iiber die Hesse-Mati® f(1) transformiert. Fir beide Ordnungen erfolgt daHer d
Transformation des jeweiligen Funktionsargumenteddn Parameterraum zum Parameterbias zwar
linear, fur die 2. Ordnung aber nicht mit den batibangsbezogenen Fehleranteilen in ihrer einfachen

sondern in ihrer quadratischen Form.
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5.6.1.2 Fortpflanzung der parameterbezogenen systatischen Fehleranteile

Fur L2-Norm-Schatzungen ergibt sich die Beziehuwiseghen dem (parameterbezogenen) differen-
tiellen Zuschlagdx und den zugehdrigen GroRen aus dem Beobachtungsnsbesondere aus der

Bestimmungsgleichung fur die (beobachtungsbezogeremesserungen:
v=Axdx— (1-M{l}) (5.28)

Darin stellt die Forn{l — M{l}) vorzeichengerecht den sdgektor der gekiirzten Beobachtungian,

der sich aus der Differenz zwischen dem Vektoradigsinalen Beobachtungdrund dem zugehdrigen
aus der Netzgeometrie der jeweiligen Iteration #aifiaren Vektor fud ergibt. Dieser Subtrahend
istder Schatzwertvektav{l} einer M-Schatzung im Sinne eines Sollwertvektotsje dabei jedoch

mit dem ErwartungswertvektoE{l} identisch zu sein. Der Parameterzuschibxg erzeugt tber

bekannte Matrixalgebra die L2-Norm-Losu§f (1)} = f(1) + dx=>dx = E{f(D)} — f(1) und ist

so gemal Definition (A.5.5.5a) identisch mit demaPgeterbias 1. Ordnungtx = b,(1). Im jene
Betrachtungen nicht belastenden Spezialfall widexdpsfreier Beobachtungen geht (5.28) mit 0

uber indl=1—-M{l} =Axdx=Ax(E{f(D}—f(D)) und so in eine Form gegensatzlicher
Vorzeichenregelungen zwischen den Gleichungssejgsyveils mit Beteiligung eines Ist- und eines
Soll-Wertes.

Fur die weitere Uberfiihrung dieser Form auf denbBebtungs- und den Parameterbias nimmt die
rechte, parameterbezogene Seite den Terb, (1) an; auf der linken, beobachtungsbezogenen Seite
ist konform zur Vorzeichenregelung von (A.5.5.5a3 Parameterbids, (1) der Beobachtungsbids
gemal (A.5.5.6) einzufiuihren, auch wenn Gegensikaliczur Vorzeichenregelung vatl besteht, da

ausschlieB3lich ein Zusammenhang zwischen einemddbtings- und einem Parameterbias vorliegt:
b;(1) =Ax+b,(1) (5.29)
Reversibilitéat der beobachtungs- und parametertmmgsystematischen Fehleranteile 1. Ordnung:

Die Fortpflanzung beobachtungsbezogener deternsiclissystematischer Fehlerantddlienach der 1.
Ordnung in den Raum der Parameter ist umkehrbaestig, falls die Designmatrid vollen Rang
hat, da in jenem Fall deren eindeutige GauR'sckiers®A~! existiert und Abbildung (1) bijektiv

ist:
A1 = Df(D (5.30a)

Dies trifft beispielsweise fur ausschlie3lich skalertige beobachtungsbezogene Zufallsvariable aller
Einzelabbildungen einer Ortungsaufgabe mit der @dasatrix4 als Diagonalenmatrix zu, ist jedoch

nicht darauf beschrankt.
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Die beiden Formen (5.271h),(1) = Df(l) * b; und (5.29)b; = A * b,.(1) sind fur eine eindeutige
InverseA™! aquivalent, wie sich durch Einsetzen von (5.29]5127b) unter Beriicksichtigung von

(5.30a) zeigen lasst:
by(1) = Df()xby= Df() x A+ by(1) = A7 x Axb,(1) = b,(1)

In allen anderen Fallen — und damit auch im Ausblengsfall — ist die umgekehrte Fortpflanzung der
deterministisch-systematischen Fehleranteile 1n@rd vom Parameter- in den Beobachtungsraum
nicht anhand einer Inversion der Abbildungsbezighfil) bzw. Df (1) sondern nur mit der eigen-

standigen Beziehung (5.29) darstellbar und es gilt
A™1 = Df(D (5.30b)

da eine rangdefekte Matrik — wie z.B. deren nicht-quadratische Form im Auistjengsfalle — keine

eindeutige GauR’sche Inverde?® aufweist.

Der Parameterbias wird fir die Anteile 1. OrdnuagmBeziehung (5.29) immer und fir die Anteile
2. Ordnung nach Beziehung (A.5.5.14a) im nicht Gibestimmten Fall in seiner einfachen Forbn)(

in die Fehlerfortpflanzung eingefihrt.

Die Transformation des Funktionsargumerbigserfolgt fur die Anteile 1. Ordnung stets anhand der
Designmatrix4A und fur die Anteile 2. Ordnung im nicht Gberbestitan Fall anhand des Terms
Qu *Df(DT * QzL. Fur beide Ordnungen wird der systematische Pdeahiasb, linear in den

Beobachtungsraum zum systematischen Beobachtusdshiransformiert.
5.6.1.3 Fortpflanzung der beobachtungsbezogenen shtastischen Fehleranteile

Die stochastische Wirkung geht fir den nicht Gbstitrenten Fall als parameterbezogene Kovarianz-
matrix C,,(1) aus Beziehung (5.15a) mit der fir normalverteBeobachtungen glltigen Identitat
E{dl+dI"} = E{e x €T} = C}; hervor:

Cxx(1) = DF(D) * Cy = DD (5.31a)
Fur den nicht tberbestimmten Fall gilt ebenfalks idientitat (5.30af~1 = Df (1) und somit:
Cxx(l) = A7 Cy* (A_l)T (531b)

Die beobachtungsseitigen zufalligen Fehler werderdie Anteile 1. Ordnung in ihrer quadratischen
Form (€ bzw. Py;) und fir die Anteile 2. Ordnung im nicht Uberbestiten Falle nach (5.22) in einer

ihrer vierten Potenz folgenden Form

T
(vec(Cyy) * vec(Cy)T) bzw.vec (diag(diag(C”))) * (vec (diag(diag(C”))))
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in die Varianzenfortpflanzung als Funktionsargureezingefihrt.

Die Transformation dieser Argumente in den Paramreien erfolgt fur beide Ordnungen Uber eine
symmetrische Produktbildung und fir die 1. Ordnimgdusgleichungsfall zusatzlich tGber eine Inver-
sion dieses Produkts. An den Produktbildungen settkn den beobachtungsseitigen Varianzanteilen

fur die 1. Ordnung nur die DesignmatAxbzw. deren Inverse, die Jacobi-Matkxf (1), und fir die 2.

Ordnung im nicht (iberbestimmten Falle nur die Hedagrix D (1) beteiligt.

Fur die voraussichtliche GréRenordnung der parailmetegenen Varianzanteile 2. Ordnung — speziell
relativ zur GroRBenordnung der zufalligen konvergiten Anteile (1. Ordnung) — seien folgende Uber-

legungen in Ansatz gebracht:

Fir die nichtlineare Varianzenfortpflanzung werdia zufélligen Anteile 2. Ordnung im Gegensatz
zu den konventionellen Anteilen und in geometrisddeutung nicht gemafi Beziehung (5.31a) durch
die (auf Linearisierungspunky bezogene) Tangentensteigubgi(l) der das Modell beschreibenden
Funktionf (1) sondern gemaf der Beziehung (5.22) durch die felleeauf den Linearisierungspunkt
I, bezogene) KrummunB?f(1) dieser Funktion induziert. Jene Kriimmung ist jédaafgrund der
bereits von EUNISSEN(1989) festgestellten und fir die meisten in deo@sie verwendeten Modelle
zutreffenden geringen Nichtlinearitat vgial) — zumindest im differentiellen Bereich — kaum aisg
pragt. Es kann somit angesichts der aus diesanggariNichtlinearitét resultierenden Matrixelemente
von D?f(1) eine herabsetzende Wirkung fiir die zufélligen A@t2. Ordnung im Vergleich zu den
Anteilen 1. Ordnung erwartet werden. Diese Wirkwagstarkt sich durch das quadratische Auftreten
der Hesse-MatriD? £(1) in der symmetrischen Produktbildung zur Ermittlaiey Anteile 2. Ordnung
nach (5.22) — analog zur (quadratischen) Beteitigier Jacobi-MatrixD f(1) in der ebenfalls symme-
trischen Produktbildung zur Ermittlung der AnteileOrdnung nach (5.31a).

Ferner findet im Vergleich zu den konventionellentéilen durch die Verwendung einer der vierten
Potenz der Beobachtungsgenauigkeiten entsprechdraem in (5.22) eine zusatzliche numerische
Verringerung der Anteile 2. Ordnung gegeniber damvikntionellen Anteilen statt, deren Ermittlung
nach (5.31a) auf der Einfihrung der Beobachtungaggkeiten in ihrer zweiten Potenz beruht.

Eine steigernde Wirkung auf die zufélligen AntédleOrdnung kann hingegen bei zunehmender Netz-
groRe erwartet werden, da sich damit die fir di¢ee 2. Ordnung geman (5.22) grol3enwirksame
Dimension der Hesse-Matrix exponentiell vergrofer somit eine groéRere Anzahl von Matrixele-
menten an der Bildung der Anteile 2. Ordnung tdiéra

Es ist daher eine VergréRerung der Varianzanteil®rgnung mit dem Umfang sowohl einer nicht
Uberbestimmten Ortungsaufgabe als auch eines (ilgerkinen Uberbestimmten) geodatischen

Netzes zu erwarten.
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5.6.1.4 Ubersicht der systematischen und stochastigen Identitaten der Anteile 1. Ordnung

Tab. (5.6) Systematische und stochastische Ideitder Anteile 1. Ordnung der vektorwertigen

Zufallsvariablenl undx fur den nicht Uberbestimmten Fall:

Redundang Deterministisch-systematische Wirkun Stochastische Wirkung

b.(1) = Df(D) * b, (1) (5.27b) | Cxx(D) = DfF(D) * Cy = DF(D" (5.31a)

by(1) = A b, (1) (529) | € (1) = A 1xCy*(A DT  (5.31b)

b;(1) = Beobachtungsbias 1. Ordnung
b, (1) = Parameterbias 1. Ordnung

5.6.2 Analogie zu den nicht-zufélligen Fehlerantash des geometrischen Nivellements

Das beobachtungsbezogene Fehlerbudget umfasstafiirgdometrische Nivellement neben den
klassischen zufélligen und den stochastisch-sydtechen (Rwaz 1981) noch deterministisch-
systematische FehleranteileAGER 1990), welche sich aufgrund der Linearitdt deskfiomalen
Modells des geometrischen Nivellements linear im Harameterraum transformieren lassen und so als
Bias deterministisch-systematisch auf die Paranvét&en.

Ein ebenfalls deterministisch-systematischer patarbnezogener Bias ergibt sich in Lagenetzen auf-
grund des Abbruchs der linearisierenden Taylorredieh dem ersten Glied aus den vernachlassigten
Anteilen 2. Ordnung und speist sich so im Gegermattem physikalisch induzierten deterministisch-
systematischen Parameterbias im geometrischenl@hveht aus der Nichtlinearitdt des funktionalen
Modells fur geodatische Ortungsaufgaben in Lagemefdichtlinearitatsverzerrungles Erwartungs-

wertes).

Im geometrischen Nivellement stellt die quadratisElorm des Beobachtungsbias als sein dyadisches
Produkt mit sich selbst einen beobachtungsbezogpearianzmatrixzuschlag dar, der jedoch nicht
die allgemeinen Eigenschaften einer statistischrilvepten Kovarianzmatrix hat sondern auf einem
Analogieschluss fiir Kovarianzmatrizen gemanR dezWsrerrungstheorie beruht und noch tber das

funktionale Modell in den Parameterraum zu tramsferen ist.

In Lagenetzen ergibt die Quadrierung des durctiNasatlinearitéat des funktionalen Modells induzier-
ten Parameterbids, (2) gemal (5.24) nachRAFAREND & SCHAFFRIN (1993) ein mit dem ersten von
zwei Teilen des parameterbezogenen Kovarianzmasttdags,,(2) nach (5.22) bzw. (5.25b) und
(5.25d) ubereinstimmendes dyadisches Produkt, besse nicht die Eigenschaften einer statistisch
begriindeten Kovarianzmatrix tragt sondern auf dem¥chlassigung der Anteile aus der 2. Ordnung

bei der Ermittlung der Parameter beruht und so als
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quasi-systematisch

bezeichnet werden kann.

Die ausgeglichene Netzgeometrie ist mit der eirdadRorm dieses Parameterbias 2. Ordnby(@)
als Nichtlinearitatsverzerrung linearisierungsbgtystematisch belastet und ihre Stochastik um den
Kovarianzmatrixzuschlag 2. Ordnur@,,(2) — auf ebenfalls linearisierungsbedingt-systemagisch

Weise — vernachlassigt.

5.6 Analogien der Anteile 2. Ordnung
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5.7 Grol3e der systematischen und stochastischen Yerrungseffekte 2. Ordnung

Nach Kapitel 5.3.1 ist eine nichtlineare Parametgitzung (wie z.B. eine Positionierungsaufgabe)
beziglich des Fortpflanzungsverhaltens Uber bedbagbbezogene zuféllige Varianzanteile hinaus
I.A. stets mit zuséatzlichen stochastischen Antedewie nichtlinearen Effekten héherer Ordnungen
behatftet.

Aufgrund dieser somit auch fir den nicht Gberbesiiem Fall gultigen Eigenschaft kommt z.B.

» das einfache polare Anhangen

» der einseitig angeschlossene Polygonzug (als fetgkes polares Anhangen)

fur eine nichtlineare Ortungsaufgabe zur Indukti@m Verzerrungseffektenhéherer Ordnung und

damit als Anwendung zur nichtlinearen Varianzemitahzung in Frage.
5.7.1 Das einfache polare Anhéngen

Fur die zielfihrenden Betrachtungen sei als nidigridestimmte und nichtlineare Ortungsaufgabe
aufgrund des wenig aufwandigen algebraischen Ungarigdem zugehdérigen Formelwerk zunachst

das einfache polare Anhangen beispielhatft.

Mit einer Neupunktentfernung von 1000 m zum Inseatenstandpunkt sowie einer einheitlichen
Richtungsgenauigkeit von £ 5 mgon, einer Streckessgenauigkeit von + 5 mm und unkorrelierten

Beobachtungen ergibt sich

+ ein Bias 2. Ordnung fur den Rechtswigrt (2) = 6.2 um

+ ein Bias 2. Ordnung fur den Hochwegt (2) = 0

+ eine Standardabweichung 2. Ordnung fir den Rechtswe(2) = £8.7 pm
 eine Standardabweichung 2. Ordnung fur den Hochwyeit2) = +0

Sowohl der systematische (geometrische) als auchktoehastische Verzerrungseffekt spielt aufgrund
seiner — trotz der zugrundeliegenden nicht optim&hstrumentengenauigkeiten nur sehr geringen —
GroRRenordnung inp-Bereich fir geodatische Belange keine Rolle, obvaen konventionelle, sich
auf die Varianzenfortpflanzung 1. Ordnung bezieleermdttiere Punktfehler fur die Konfigurationen

dieses Beispiels bereits 111 mm betragt.

Die zugehdorigen einzelnen Ausfihrungen sind ausaAglb.12.1 ersichtlich.
5.7.2 Der einseitig angeschlossene Polygonzug

Es soll in diesem Abschnitt eine moglicherweiseusétzlich zur A-priori-Genauigkeitssituation des

Beobachtungsraumes — bestehende Abhéngigkeit denanteile 2. Ordnung vom Umfang einer
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(in diesem Falle wiederum nicht Uberbestimmten)dé¢ischen Ortungsaufgabe gepruft werden,
welche sich zu diesem Zweck und in entsprechenaiefiiirung des einfachen polaren Anhangens als
dessen wiederholte Aneinanderreihung zum einsaitgeschlossenen Polygonzug (beliebiger Lange)
gemal Abbildung (A.5.10.1) ergibt.

Obwohl alle Beobachtungen analog zum Beispiel defm@hen polaren Anhangens als stochastisch
unkorreliert eingefiihrt werden und auch nicht igeotedundanter Punktbestimmungen — wie z.B. im
Ringpolygon — algebraisch korreliert sind, erzedigt funktionale Abhéngigkeit der Koordinaten ab
dem zweiten Neupunkt von mehr als einer Richtungsdehtung nach den Beziehungen (A.5.10.10a)
und (A.5.10.10b) mehr als einen Eintrag ungleicti Muden zugehorigen Spalten der Designmatrix
bzw. den Zeilen der Jacobi- und der Hesse-MatrataDs folgen Korrelation und somit Kovarianzen

innerhalb der parameterbezogenen Kovarianzmatdeed. und 2. Ordnung.
Mit Seitenlangen von jeweils 1000 m und fiir didistischenA-priori-Beobachtungsgenauigkeiten

¢ Richtung zum Fernziels;,, = 0.002 gon
» Ubrige Richtungen g, = 0.002 gon
e Strecken 05 =0.002m

ergibt sich das Fehlerbudget mit den Anteilen 1d @n Ordnung sowie der stochastisch induzierte

Parameterbias 2. Ordnuhg(2) nach (5.38) gemaR folgender Ubersicht.

Die Anteile 2. Ordnung stimmen in der genahertarhgitlichkeit der Ausrichtung>(2) der latenten
neupunktbezogenen Hauptschwachformen bzw. des daemttischen (stochastisch induzierten)
Parameterbias 2. Ordnurlg.(2) mit dem Verhalten der Anteile 1. Ordnung einer eitlithen
Ausrichtung der natirlichen neupunktbezogenen Habptachformen tberein. Jene Homogenitéaten
finden in der regelméafligen geometrischen Strukduhder betrachteten Ortungsaufgabe ihre Ursache.
Der Unterschied in dieser qualitativen Eigensclestibht zwischen den Anteilen beider Ordnungen in
der Ausrichtung jener Hauptschwachformer(1) = 0 gon fir die Anteile 1. Ordnung und kontrar
dazu®(2) = 300 gon fur die Anteile 2. Ordnung. Die naturliche Haupisachform folgt also der
positiven Hochachse und die latente Hauptschwaehfor Ordnung der negativen Rechtsachse, mit
dem Resultat einer Ausrichtungsdifferenz vidi0 gon und somit stets Orthogonalitat zwischen der
Wirkrichtung beider Anteilsarten, auch wenn dieatage Komponente der jeweiligen Hauptschwach-
form betrachtet wird.

Erwartungsgemal wachst die GroRenordnung der &n2eilOrdnung eines Neupunktes tendenziell
mit der Anzahl der an seiner Bestimmung beteiligg@obachtungen gemald Abbildung (5.4) und so
auch mit seinem Abstand zum Festpunkt und erréicrdieses Beispiel maximal 0.214 mm im Sinne

eines mittleren Punktfehlers 2. OrdnuMg(2). Damit beschrénkt sich der (eindimensionale) Ar&tei
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Ordnung fir den stochastisch ungunstigsten Neupdiglges Beispiels auf weniger als 0.01 % des

entsprechenden Anteils 1. Ordnung.

Tab. (5.7) Standardabweichungen 1. und 2. Ordretnghastisch induzierter Parameterbias 2. Ord-

nung im einseitig angeschlossenen PolygonAugriori-Genauigkeiten = = 2 mgon und * 2 mm):

Zufallige Fehler Quasi-systematische Fehler
I;\fl(: (1. Ordnung) (2. Ordnung, gesamt) (2. Ordnung, lat. Hauptschwachform}
NP UYN(l) UXN(l) UYN(Z) UXN(Z) Mp(2) bYN bXN by ?(2)
[mm] | [mm] | [pm] | [um] | [pm] [wm] | [wm] | [um] | [gon]

L 20| 44.4| 14| 00| 14| -1.0| 00| 1.0/ 300.0
21 2.8| 99.3| 37| o0o| 37| -31| 00| 3.1 3000
3] 35| 166.2| 7.0| 00| 7.0| -6.2| 00| 6.2] 3000
4| 40| 243.3| 9.8| 00| 9.8| -87| 00| 87| 3000
S| 45| 320.5| 14.5| 0.0| 14.5| -13.3| o0.0| 13.3| 300.0
6| 49| 423.8| 22.8| 0.0| 22.8| -21.6| 0.0| 21.6]| 300.0
7| 5.3| s25.7| 28.1| 0.0| 28.1| -26.7| o0.0| 26.7| 300.0
8 ] 5.7| 634.6| 36.3| 0.0| 36.3| -34.9| 0.0| 34.9| 300.0
9| 6.0| 750.0| 47.4| 0.0| 47.4| -46.2| o0.0| 46.2| 300.0
101 6.3| 871.8| 54.3| 0.0| 54.3| -52.8| o0.0| 52.8| 300.0
1| 66| 999.4| 65.0| 0.0| 65.0| -63.6| 0.0| 63.6| 300.0
12 6.9]1132.7| 76.7| 0.0| 76.7| -75.4| o0.0| 75.4| 300.0
B8 7.2]1271.5| 91.3| o0.0| 91.3| -90.2| o0.0| 90.2| 300.0
14 7 5|1415.5|105.0| 0.0| 105.0| -103.9| 0.0|103.9| 300.0
5 7.7]1564.5|122.0| 0.0| 122.0| -121.2| o0.0|121.2| 300.0
16 [ g 0|1718.4|137.6| 0.0| 137.6| -137.0| 0.0|137.0| 300.0
17| g 2|1877.1|155.7| 5.7| 155.8| -155.2| 3.9|155.2| 301.6
18 [ g 5|2040.3|174.8| 5.3| 174.9| -174.4| -1.9|174.4| 299.3
19 g.7]2208.1|193.8| 19.9| 194.8| -193.6 |-17.5| 194. 4 | 294.3
20 [ g 9|2380.2|213.9| 0.0 213.9| -213.7| 0.0|213.7| 300.0
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Abb. (5.4) Entwicklung des mittleren Punktfehlers2dnungM, (2)

(einseitig angeschlossener Polygonzug):

Mittlerer Punktfehler 2. Ordnung

250,0

200,0 /
150,0 / —— Mittl. Punktfehler 2. Ordnung

(um] /
100,0 Polynomapproximation
> /
0,0

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

Lfd. Nr. Neupunkt

Die Abhangigkeit des mittleren Punktfehlers 2. QmumM,(2) von der Anzahl der bis dahin ange-
hangten Neupunkte und damit von der Anzahl deintinzierenden Beobachtungen lasst sich anhand
eines Polynoms 2. Grades als geometrisches Stdodaglement streng modellieren.

Begleitend sei dazu die Entwicklung des mittlerenkfehlers 1. Ordnundf, (1) dargestellt, der sich

fur dieses Beispiel ebenfalls streng anhand eingsBms 2. Grades modellieren lasst.

Abb. (5.5) Entwicklung des mittleren PunktfehlersOtdnungMp (1)

(einseitig angeschlossener Polygonzug):

Mittl. Punktfehler 1. Ordnung

3,000
2,500

2,000 ~
(m] 1,500 / = Mittl. Punktfehler 1. Ordnung
1,000 — o
/ —— Polynomapproximation
0,500
0,000 /

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

Lfd. Nr. Neupunkt

Der stochastisch induzierte Parameterbias 2. Oglearicht im vorliegenden Beispiel ein Maximum
von 0.214 mm und ist so infolge seiner geringen3@réls ein geometrisch auf die Lésung einer nicht-
linearen geodatischen Ortungsaufgabe mit realistis@-priori-Beobachtungsgenauigkeiten systema-

tisch-deterministisch wirkender Verzerrungseffdiichsam bedeutungslos.
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Abb. (5.6) Stochastisch induzierter Parameterbi&@r@nungb, (2) bzw. latente Hauptschwachform

(einseitig angeschlossener Polygonzug):

Parameterbias 2. Ordnung bzw. zugehorige latente Hauptschwachform

250,0
200,0 //
150,0
[um] /
100,0 Lat. Hauptschwachform
50,0 / Polynomapproximation

0,0' T T T T T T T T T 1
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

Lfd. Nr. Neupunkt

Der Parameterbias 2. Ordnubg(2) weist durchschnittlich rund 95 % der Grof3e deslengh Punkt-
fehlers 2. Ordnung auf und ist mit diesem daheriéentisch; es gelingt die Modellierung vbR(2)

somit ebenfalls anhand eines Polynoms 2. Grades.
5.7.3 Fazit und Folgerung

Das Beispiel eines einseitig angeschlossenen Patyges zeigt die gleichermalfen fur die Anteile 1.
und 2. Ordnung bestehende tendenzielle Abhangigkeitler sich auf den Abstand eines Neupunktes
zum letzten Festpunkt hierfur reduzierenden Netzggoe, welche fur die in diesem Sinne maximal-
abstandigen Neupunkte entsprechend maximale Arfteileeide Ordnungen induziert. Aufgrund der
in diesem Beispiel dafiir gewahlten Netzgeometriesevediese Anteile als mittlere Punktfehler trotz
realistischer A-priori-Beobachtungsgenauigkeiterelte fir den elften ab dem Festpunkt gezahlten
Neupunkt eine GrofRe von + 1 m fir die 1. Ordnuniy @elche die in Ingenieur- oder Landesnetzen
Ubliche Punktgenauigkeit deutlich tGbertrifft; diandit einhergehenden Anteile 2. Ordnung erreichen
mit rund 0.2 mm keine fir geodatische Anwendungeberticksichtigende GréRenordnung. Dies gilt
ebenfalls fir den zugehérigen Parameterbias 2. ubiglals deterministisch-systematischer Effekt auf
die Netzgeometrie mit gleicher maximaler GréReisEderner zu beachten, dass infolge der Art der
hier vorgenommenen Betrachtungen die gefundeneneVdés Eigenschaft von Obergrenzen fir die
deterministisch-systematische bzw. die stochasti$¢hltkung der auf einer Nichtlinearitatsverzerrung
beruhenden Anteile 2. Ordnung aufweisen und sdAdikung jener Anteile auch fir ausgedehntere

Netzgeometrien vernachlassigbar bleibt.

Diese Uberlegungen gelten auch fiir den Ausgleicsfaigwelcher grundsatzlich eine im Vergleich
zur nicht Uberbestimmten (und nichtlinearen) Var@rfortpflanzung gréRere Gesamtredundanz und
so fur ein mit der Varianzenfortpflanzung vergldiares stochastisches Modell der Beobachtungen

geringere parameterbezogene Varianzen aufweist.
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Im betrachteten Beispiel des streng regelmaRigeseitiy angeschlossenen Polygonzugs lasst sich
ferner eine einheitliche Ausrichtung aul3er fur n@irliche Hauptschwachform auch fur die latente
Hauptschwachform 2. Ordnung nachweisen mit eindhdgonalitédt beider Hauptschwachformen
zueinander. Fiur diese geometrisch regelméaRige @sawigabe wachsen die GréRen des auf die 2.
Ordnung beschrankten mittleren Punktfehlers sowe larameterbias 2. Ordnung mit dem Abstand

zum Fest- bzw. Ausgangspunkt entsprechend eingadtok 2. Grades.

MEKID & V AJA (2007) fuhren die Kategorien Kalibrierung und Mess als relevant fir Wirkungen
von Termen hdherer Ordnung in ingenieurwissensigttatiechnischen Anwendungen von ultra-hoher
Genauigkeit auf.

Dazu zahlt z.B. die Kalibrierung von Beschleunigemgssern mittels Laser-Interferometer mit einer
relativen Genauigkeit von besser als 0.1 % oderdans Bereich der Nanotechnologie die Prifung
von Schablonen der Halbleitertechnik mit einer #asierungsgenauigkeit von 10 nm auf 10 mm.

Die in MEKID & V AJA (2007) gezeigte Versuchsanordnung stellt eingekt®, auf einer Kapazitats-
messung in Farad beruhende Entfernungsmessungwarl2.3 pum dar, fur die sich aus insgesamt 20
Messungen eine Genauigkeit vom 4 + 0.5 um ergab. Im Vergleich zu den Richtungs- Emndfer-
nungsmessgenauigkeiten des zuvor betrachtetentigjrasegeschlossenen Polygonzuges (z.B. £ 2 mm
fur 1 km) liegen hier also relativ ungiinstigdrgriori-Beobachtungsgenauigkeiten vor. Es zeigh sic
folgerichtig eine gegeniber den Bedingungen deggeokugs deutlich vergréf3erte deterministisch-
systematische Wirkung der Effekte 2. Ordnung van0c2 % der GriRRe des konventionellen, auf der
1. Ordnung beruhenden Mittelwertes (Polygonzu@:%) sowie die ebenfalls vergréf3erte zugehérige
stochastische Wirkung der Effekte 2. Ordnung va&n%0.der konventionellen Stochastik (Polygonzug:
< 0.01 %).

Fir industrielle Anwendungen hochster Mel3- odetigiamgsgite kdnnen Momente héherer Ordnung

somit eine groRRere deterministische und stochagtig¢irkung erzielen als in der Geodasie.
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5.8 Wahre Parameterstochastik und Restgliedschatzgnder Anteile hoherer

Ordnung

Nachdem die Beziehungen zur Ermittlung der Nick#intatsverzerrungen im 1. und 2. Moment von
Parameterschatzungen nun bekannt sind und derdhef@tdnungen geschétzt wurden, erhebt sich
die Frage nach der Grof3e der Anteile héherer Oglrunind damit nach einer Restgliedschatzung. In

logischer Konsequenz schlief3t sich die Schatzungvdbren Parameterstochastik an.

Ein nichtlineares Modelf (1) zur Abbildung der Beobachtungen in den Parameteridsst sich mit
Hilfe einer Taylorreihenentwicklung bis einschliefll zweitem Reihenglied im Falle eines Polynoms
2. Ordnung als Abbildungsvorschrffl) exakt darstellen. Mit dem Auftreten von Polynonhéerer
als zweiter Ordnung oder anderen nichtlinearen nioldt exponentiellen Termen if(l) ergibt sich
aus der Taylorreihenentwicklung bis einschlieRialeitem Reihenglied nur eine Naherungslosung.
Dies trifft beispielsweise fur trigonometrische \kahfunktionen als Terme vofi(l) zu, so dass fur
nahezu alle geodatischen Ortungsaufgaben und Meesme flur das zugehorige Modg(l) noch
verbesserte Naherungen durch die Verwendung voheRgliedern ab der 3. Ordnung zu erzielen
waren bzw. die Beschrankung auf Glieder bis zudr@2nung einen weiteren Parameterthaé3 +)

sowie zugehdrige weitere Vernachlassigungen irPdeameterstochasttk,,. (3 +) impliziert.

Die aus den Varianzanteilen 1. und 2. Ordnung tiesehde Stochastik der Parameter stellt sich flr
normalverteilte Beobachtungen als Summe der Kowamiatrizen 1. Ordnung,.,. (1) und 2. Ordnung
C,.(2) dar. Es kann erwartet werden, dass sich die Fettédla jeder hoheren Ordnurigebenfalls

einer zu ihrer Ordnung gehdorigen Kovarianzmafijx(i) zuordnen lassen.

Das aus den Anteilen aller Ordnungen theoretisshitierende Gesamtbudggt, folgt — als in Bezug
auf die Fehlertheorie wahres Fehlerbudget der Reteam aufgrund dieser Summenbildung daher for-

mal dem Varianzenfortpflanzungsgesetz fur unablggngusgangsgrofien:

C,.= lim (Z Cxx(i)> (5.32a

n—-o0o

In der Geodasie sind jedoch h&ufig auch die eindsie@alen Genauigkeitsmal3e von Interesse. So

ergibt sich die Standardabweichung eines Paramatisrden Anteilen der ersten n Ordnungen zu:

c(1+2+-+n)=+ z Coexe (D) (5.32b;
i=1
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Fur die Belange einer Restwertschatzung ist grgiedid, dass sich — dem Gesetz der linearisierenden
Taylorreihenentwicklung folgend — die aus der Matigebra erhaltenen Varianzanteile mit steigender

Ordnung betraglich verringern:
|cxx (0 + D < exx (D (5.33)

Diese Verringerung sei zur Erzielung einer Restigehatzung anhand einer geometrischen Folge mit

dem Reduktionsfaktor als Verhéaltnis

_ len(i+ D]

e (D] <1 (5.34)

zu einer Naherung modelliert, da sich das tatséohlGrolRenverhaltnis zweier Varianzanteile dessel-
ben Parameters aber benachbarter Ordnungen aufgaerndomplexitat des Bildungsgesetzes jener
Varianzanteile und der beteiligten Ableitungen héheGrades nicht grundlegend angeben lasst.

Die Summe der ersten n Glieder der zugehdrigen ge@mohen Reihe ergibt sich mit dem Startwert

Cyre (1) ZU:

n _ on+1

1
z Cxx(i) = Cxx(l) * +q

_ 1
=1

(5.35)

Das infolge einer Abweichung dieser Modellierungn\aen tatsachlichen Verhaltnissen lediglich als
quasi-wahr zu bezeichnendes Fehlerbudget ergibt sich unteticBsichtigung aller theoretisch

moglichen Glieder und mit Berlicksichtigung wpr< 1 aus der zugehdrigen Grenzwertbildung zu:

A 1-q”
Cxx = lim z Crx(@) | = € (1) 1—¢q
1

n-oo \j=

_ Crx (1) (5.36)

1-g¢q

CX X

Durch Subtraktion des konventionellen Fehlerangitgilt man daraus fur die Restgliedschatzung als

Summe aller héherwertigen, also auf jenseits d@rdnung bezogenen Fehleranteile(2+):

Cxx(l) _ Cxx(l) - Cxx(l) * (1 - CI) _ " 1- (1 - CI)
1—gq _Cxx(l)— _Cxx(l) 1—q

Cex(24) = 1-g

q
1-g¢q

Cex(Z+) = Cpp(1) * (5.37)

Daraus ergibt sich unmittelbar das Verhaltnis dekds nicht bertcksichtigten zum konventionellen

Fehlerbudget als
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Cux (2 +) B Crx(1) * ﬁ
Cxx (1) B Cxx(1)

x(Z+) g

Cxx(l) a 1- q (538]

das zur Kategorisierung der bislang unbertcksitdnid\nteile eine aussagekraftige Grolie liefert.

Auf die als eindimensionale Genauigkeitsmal3e déressierenden Standardabweichungen bezogen

lauten

- das quasi-wahre Fehlerbudget:

Cxx(l)

o(1)
1 —

o=t

(5.39a

i

- das quasi-wahre Fehlerbudget, bezogen auf dieekionelle Standardabweichurng(1) und

prozentual:

100
1—

(5.39b;

1

- die Restwertschatzung als Summe aller hohervegrtigehleranteile — also ab 2. Ordnung:

o(2+4) = + /cxx(l) o -

o2 4) = o(1) * /1%{ (540a

- die Restwertschéatzung als Summe aller héhervegrtigehleranteile, bezogen auf die konventionelle

Standardabweichung(1) und prozentual:

100 fquq (5.40D)

Aus Uberlegungen zur relativen Quantifizierung stexchastischen Effektbelastungen entstammt die
Methode fir die Quantifizierung der ausschlieBhehmianzenbezogenen Effektbelastung, welche die

durchschnittliche Effektbelastung der konventioselStochastik einer Neupunktkoordinate auch in
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ihrer quadratischen Form als arithmetischen Mittetvaller einzelkoordinatenbezogenen Verhéltnisse
zwischen jeweils ausschliel3lich effektinduzierteiknnventioneller Varianz liefert.

Mit den Varianzanteilen 2. Ordnung als konkreteekifbelastung bildet diese quadratische Form den
hier definierten Reduktionsfaktgrgemal (5.34) als das Verhaltnis eines einzelknatehbezogenen
Varianzanteils 2. Ordnung (Effektbelastung) zumeiint. Ordnung (konventionelles Fehlerbudget),
der diese Verhaltnisbildung fur beliebige aufeiremfimlgende Ordnungen modelliert und eine Steuer-
groRe zur Ermittlung des resultierenden quasi-walwav. des Restfehlerbudgets nach (5.39a) und
(5.39b) bzw. (5.40a) und (5.40b) darstellt.

In dem Beispiel des Kapitels 5.7.1 (einfaches galaknhangen) ergibt sich z.B. fiir die Stochasti de

. [y (2)] 0.0112
Rechtswertes des Neupunktes der Reduktionsfaktar zu—=-— =

lexex (D]~ 5.02 = 0.00000484 und so

das modellierte fehlertheoretisch quasi-wahre Budigses Parameters in seiner eindimensionalen
Form zu 100.000242 % der konventionellen Standavdaihung. Die Summe aller Anteile héherer
Ordnung betragt fir sich betrachtet nach (5.4022 @ der konventionellen Standardabweichung.
Aufgrund des Fortpflanzungsverhaltens der Variatedkmnverschiedener Ordnungen entsprechend der
Gaul¥’'schen Varianzenfortpflanzung fur unabhangigsgangsgroRen dbertrifft die auf die konventio-
nelle Standardabweichung bezogene prozentuale @&idBe nur fur sich betrachteten stochastischen
Effektbelastung — wie z.B. der Anteil 2. Ordnunghier: 0.22 %) stets die prozentuale Vergrol3erung
desselben Bezugs, die sich aus der gemeinschafilistochastischen Wirkung von Effektbelastung
und konventionellem Anteil (hier: 0.000242 %) etgib
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5.9 Fazit zur nichtlinearen Varianzenfortpflanzung

Geodatische Ortungsaufgaben oder Parameterschétzumiy nichtlinearen Parametrisierungen der
Beobachtungen induzieren linearisierungsbedingtesyatisch und stochastisch wirkende Anteile
hoherer Ordnung fur den nicht Gberbestimmten Fall.

In der Geodasie treten diese Anteile daher ab d@rdhung auf. Die systematische Wirkung realisiert
sich als ein unmittelbar die geometrische Losurlgdtender Parameterbias 2. Ordnung, wahrend die
stochastische Wirkung einen Zuschiag (2) fir die konventionelle Kovarianzmatrix der Paragnet
C,.(1) induziert. Sowohl diese geometrische als auchedééschastische Nichtlinearitatsverzerrung
wird durch sich verbesserndepriori-Beobachtungsgenauigkeiten herabgesetztwindi nur jeweils
nullgleich, wenn varianzfreie Beobachtungen voeiegin den tbrigen Fallen lassen sich beide Werte
aus einer iterativ angewendeten Matrixalgebra fsemgitierzeugen und konvergieren dabei gegen eine

Lésung ungleich Null, wenn die Matrixalgebra selkenvergierende Losungen liefert.

TEUNISSEN (1989) zeigt Ansatze zur skalaren und vektorieBamalung dieser Nichtlinearitat mit
der Angabe von Ober- und Untergrenzen auf und lbéskhsich dabei auf den nicht Giberbestimmten
Fall und normalverteilte Beobachtungen. Es wirdsoiven den sich aus dem stochastischen Modell
der Beobachtungen speisenden und daher stochasttictierten Nichtlinearitatsverzerrungen einer
erwartungstreuen, also unverzerrten (unbiased)t8amg und den sich aus nicht zuféalligen Fehler-
anteilen speisenden und daher deterministischagsigch induzierten Nichtlinearitatsverzerrungen
unterschieden. Fir die stochastisch induzierte thigfarititsverzerrung des Beobachtungsraums
b,(2) (Beobachtungsbias) und die zugehorige Verzerr@sgRarameterraunts.(2) (Parameterbias)
existiert in L2-Norm-Schéatzungen ein relationales@mmenhang mit linearer Transformation gemar
Beziehungen (A.5.5.14a) und (A.5.5.14b). Der deiteistisch-systematisch induzierte Parameterbias
2. Ordnungb,(2) ergibt sich hingegen aus einer linearen Transfoomaler quadratischen Form des

deterministisch-systematischen Beobachtungdhias den Parameterraum gemaf (A.5.5.5¢).

Die Quelle RAFAREND & SCHAFFRIN (1993) gibt die stochastisch induzierte geomdtasaond die

zugehorige stochastische Nichtlinearitatsverzersowpohl fir Beobachtungen einer beliebig symme-
trischen Dichtefunktion mit beliebigem Approximaigvektor als auch spezialisiert auf normalverteile
Beobachtungen eines mittelwertigen Approximatioktws an. Die jeweils angegebene stochastische

Nichtlinearitatsverzerrung ist jedoch nicht korrekd wird hier falsifiziert.

Es war — analog zur Verzerrung geodatischer Neifodgie von beispielweise Vernachlassigungen im
stochastischen Modell der Beobachtungen — zu eemadass sich die Nichtlinearitatsverzerrungen
nicht nur mit denA-priori-Genauigkeiten der Netzbeobachtungen sondeich mit der GroRe des
Netzes erhdhen, da sich mit der NetzgréRe aucfildaie Varianzanteile 2. Ordnung nach Beziehung
(5.22) gréRenwirksame Dimension der Hesse-Matrpoerntiell vergréRert. Am Beispiel der nicht-

linearen Varianzenfortpflanzung im einseitig andg@sssenen Polygonzug konnte zwar eine positive

5.9 Fazit zur nichtlinearen Varianzenfortpflanzung
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Korrelation zwischen der NetzgréRe bzw. dem Neupabdtand zum néchsten Anschlusspunkt und
seinen Nichtlinearitatsverzerrungen wie den Vamaeilen 2. Ordnung grundsatzlich nachgewiesen
werden, jedoch beschrankt sich sowohl die detestigich-systematische als auch die stochastische
Nichtlinearitatsverzerrung auf den Sub-Millimetadaeh fir 20 im Abstand von jeweils 1000 m auf-

einanderfolgende Neupunkte in diesem Polygonzug.

Somit ist zu erwarten, dass diese Wirkungen deeifn®. Ordnung fir realistische Beobachtungs-
genauigkeiten in Lagenetzen der Ingenieur- undL@@desvermessung lediglich geometrische und
stochastische Netzverzerrungen unterhalb der Retgvenze geodatischer Belange zu erzeugen
vermogen. Fiur die Belange ingenieurwissenschaftéchnischer Anwendungen wie hochgenauer
Beschleunigungsmesser oder der Nanotechnologieekdjauloch die deterministisch-systematischen
Wirkungen von Termen hoherer Ordnung etwa 0.2 %kdesentionellen Erwartungswertes und die

zugehorigen stochastischen Wirkungen etwa 0.5 %alerentionellen Stochastik betragen und somit
nach MEKID & V AJA (2007) die Wahrnehmungs- und Relevanzgrenze itoeigen.

Im Anschluss an die Ermittlung der Varianzanteil®©?dnung erhebt sich die Frage nach einer Rest-
gliedschatzung der Anteile héherer Ordnung, weknlfgrund der Komplexitat des Bildungsgesetzes

jener Varianzanteile und der beteiligten Ableitumdg@heren Grades sich nicht grundlegend angeben
lasst und daher in einer Naherung auf der Grundiiges angenommenen konstanten Verhaltnisses
zweier Varianzanteile desselben Parameters abacbkearter Ordnungen modelliert wird.

Diese Restgliedschatzung fuhrt somit auf die quedire Stochastik der Parameter und beschrankt
sich im Beispiel des polaren Anhé&ngens aus Kapifell fir den Rechtswert des Neupunktes als

modellierte Summe aller Anteile ab 2. Ordnung aB2®b der konventionellen Standardabweichung.

Die Anteile 2. und héherer Ordnung sind grundsétzlinearisierungsbedingt und kdnnen damit als
guasi-systematischezeichnet werden. Der resultierende Kovarianarzatschlag fir die 2. Ordnung
C,x(2) weist als Summe zweier dyadischer Produkte nd&hBeziehung (5.25b) den Rang 2 und so

nicht die klassischen Eigenschaften einer statistiegriindeten Kovarianzmatrix auf.

Im Gegensatz dazu sind die nicht-zuféalligen Fehleite im geometrischen Nivellement als entweder
stochastisch-systematischea(#az 1981) oder deterministisch-systematische Antelfe&s€R 1990)

physikalisch induziert; deren beobachtungsbezogKoearianzmatrixzuschlag stellt ebenfalls keine
statistisch begriindete Kovarianzmatrix dar undzistErzeugung des zugehérigen Kovarianzmatrix-

zuschlags der Parameter noch in den Parameterfaaubiblen.
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6 Analyse der zufalligen und systematischen Fehlangeile in

Lagenetzen

Vorbemerkung:

Zur Darstellung von Skalaren, Vektoren und Matrizendiesem Kapitel siehe Vorbemerkung zu
Kapitel 2.

6.1 Zielsetzung der stochastischen Analyse von Lagszen

Ebenso wie fir die Nivellementnetze sind die deteistischen Effekte flr geodatische Lagenetze
weitgehend ausgeforscht; deren stochastisches Narhan Bezug auf bisher vernachlassigte

stochastisch-systematische Fehleranteile in derb&ddungen oder im stochastischen Modell der
stochastischen Anschlusspunkte einer dynamischesgléichung (s. Kapitel 6.5.2) stellt hingegen

noch ein Forschungsgebiet dar.

Dies gilt ebenfalls fir die quasi-systematischenidfeanteile, die sich im Rahmen der Linearisierung
nichtlinearer Modelle geodatischer Ortungsaufgadender Beschrankung auf die Glieder 1. Ordnung

ergeben und geometrisch und stochastisch verzenieken.

Bis hierher konnte bereits gezeigt werden, das$difden der geometrischen und der stochastischen
Nichtlinearitatsverzerrungen fir geodatische Betabgdeutungslos sind, falls die Netz- oder Sensor-
beobachtungen den Ublichen hohen geodatischen Gk&eden genigen (Kapitel 5.7). Ferner sollen

nun also alle anderen mdglichen Verzerrungseirélisasd geodatische Lagenetze — inshesondere die
Vernachlassigungen im stochastischen Modell debBeatungen und der stochastischen Anschluss-

punkte als jeweils stochastisch-systematische Fatilgile — untersucht werden.

Beide Fehlerarten — quasi-systematische und stiistlasystematische — induzieren zusatzliche
Varianz- und Kovarianzanteile in der Kovarianzmatder Paramete€,,, deren Modellierung die

Schéatzung der quasi-wahren Kovarianzmatijx erlaubt.

Auf der Grundlage eines quasi-wahren Fehlerbudgdetsgeschatzten Parameter — insbesondere der
gesuchten Netzkoordinaten— kénnen stochastisch gestiitzte Erklarungsangétzgie im Rahmen
der weltweit stattfindenden Uberfiihrung klassisdterdesnetze in den ITRF-Bezug als geometrische

Verzerrungseffekte auftretenden langwelligen Sciv@men aufgestellt werden.
Weitere Beispiele fur langwellige Schwachformehagenetzen sind im Anhang 6.1 aufgefihrt.

Analog zur Analyse der zuféalligen und systematisckehleranteile im geometrischen Nivellement
wird hier ein Konzept zur quantitativen und quaiiten Analyse der bisher vernachlassigten stochas-
tisch- und quasi-systematischen Fehleranteile dgesDarin seien diese systematischen Fehleranteile

sowohl in ihrer absoluten Gréf3enordnung als auletiveeu den rein zufélligen Anteilen betrachtet.

6.1 Zielsetzung der stochastischen Analyse von hetgen
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Es ist zu prifen, ob sich daraus Strategien zuméatung oder Herabsetzung dieser systematischen

Fehleranteile entwickeln lassen.

Abb. (6.1) Langwellige Schwachform im DB-NeRulverdingerbis 0.3 m ausAGER (1988):

RESIDUEN — FREIE AUSGLEICHUNG <«— SOLLFORM

Schwingungs -

analogle

T TP Landesnetz (“b =it2.6cm)

L?_-—ﬂiu-gﬂ‘—o- Restklaffungen

6.1 Zielsetzung der stochastischen Analyse von heigen
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6.2 Ursachen nicht-zufalliger Fehleranteile in Lageetzen

Im Gegensatz zum geometrischen Nivellement sindhdikt-zufélligen Fehleranteile in Lagenetzen

nur teilweise physikalischer Ursache; es fehlt daleeen kompakte parametrisierte Modellierbarkeit.

Zu den wichtigsten nicht-zuféalligen Fehleranteikélen in Lagenetzen deterministisch-systematische
und stochastisch-systematischen Fehleranteile, heejeweils anschlusspunkt- und beobachtungs-
bezogen auftreten kénnen, wie nachfolgend dardiested in Tab. (6.1) aus Kapitel 6.5 illustriert.

Ferner kommen linearisierungsbedingte quasi-sydiech& Fehleranteile, Netzdesigns, Spannungen
zwischen Beobachtungen und Anschlusspunktkoordinspevie Realmessdatenverwendung anstelle

einer Netzprognose als Ursache flr geometrischestoathastische Netzverzerrungen in Frage.
Die anschlusspunktbezogenen deterministisch-sysimrhan Fehleranteiléx in Lagenetzen sind

» falsche Koordinaten eines festen Anschlusspunktes

» falsche Koordinaten einer Satelliten-Orbitposition

Die Modellierung von anschlusspunktbezogenen FahteilenVx ist in Kapitel 2.2.3 $tochastische

Modellierung nicht-zufélliger Fehlertypggezeigt.

Die beobachtungsbezogenen deterministisch-systschati Fehleranteild in Lagenetzen betreffen
neben der Richtungsmessung hauptsachlich die etglkische Distanzmessung (EDM) und sind so

vom verwendeten Gerat induziert;

» falsche Richtungssatzorientierung

» konstanter Restfehlerfur die Additionskonstante des verwendeten EDM-Msd

» konstanter Fehler in der Grundfrequenz des verwend&DM-Moduls (EDM-Mal3stabs-
faktor)

Die Modellierung von beobachtungsbezogenen FehgtanV! ist grundlegend in Kapitel 2.2.3 und
speziell fur die beiden o0.a. EDM-bezogenen AnteilKapitel 6.3.2 Beobachtungsbezogene determi-

nistisch-systematische Fehlerantei@)(in Lagenetzengezeigt.

Im Gegensatz zur Modellierung beobachtungsbezogdgterministisch-systematischer Felérist
deren Aufdeckung z.B. anhand des Data-Snhoopinds B&sRrRDA (1968) oder Uber die Balancierung
einer L2-Norm-Ausgleichung nachrRiKick (1995) nicht Gegenstand dieser Arbeit.

Die anschlusspunktbezogenen stochastisch-systemetis-ehleranteil@ in Lagenetzen umfassen

» das vollstédndige stochastische Modell der stocdad®in Anschlusspunkte einer dynamischen

Ausgleichung

6.2 Ursachen nicht-zufalliger Fehleranteile in Liagfzen
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Die Berlcksichtigung dieses Modells in Schatzungaeh der Methode-der-Kleinsten-Quadrate ist in
JAGER et al.(2005)gezeigt.

Die beobachtungsbezogenen stochastisch-systenstifainleranteilé in Lagenetzen betreffen

» die maRRstabswirksame Beschickung der EDM-Rohstnatittels meteorologischer Daten
* den Zentrierfehler des verwendeten Tachymeterdehibiger Ausrichtung

» den Zentrierfehler des verwendeten GNSS-Basis-Rawdrbeliebiger Ausrichtung

Die Modellierung dieser drei beobachtungsbezogestechastisch-systematischen Fehleranteilst
in Kapitel 6.3.3 Beobachtungsbezogene stochastisch-systematischerdrehile ¢) in Lagenetzen
gezeigt.

Die quasi-systematischen Fehleranteile in Lagenetmrden induziert durch

» die auf der Linearisierung nichtlinearer Modellerdiende Vernachldassigung mit dem

Abbruch der linearisierenden Reihenentwicklung réem tblicherweise erstem Reihenglied

Die Modellierung dieser quasi-systematischen Fehlewr. Varianzanteile ist in Kapitel 5.8Vfrkung

der Varianzanteile 2. Ordnuhgezeigt.

Es soll ferner untersucht werden, welche Wirkungealog zum geometrischen Nivellement folgende

Aspekte auf nicht-zuféllige Fehleranteile in Lagzee austben:

* Netzdesign 0. und 1. Ordnung
* Geometrische Zwange als Spannungen zwischen Bewipgem und Anschlusspunkt-
koordinaten

* Verwendung von Realmessdaten einer konkreten $tbkpanstelle einer Netzprognose

6.2 Ursachen nicht-zufalliger Fehleranteile in Liagfzen
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6.3 Modellierung beobachtungsbezogener systematisatiFehleranteile in

Lagenetzen
6.3.1 Korrelationsverhalten geodatischer Beobachtugen

Geodatische Beobachtungen wie beispielsweise Righty Strecken oder GNSS-Basislinien sind
korreliert, wenn sie dem Einfluss derselben sogeteemPrimar- oder Elementarfehlern unterliegen,
unabhangig davon, ob diese Priméarfehler selberekert sind und ob es sich dabei um determinis-
tisch- oder stochastisch-systematische Fehler fta{ddeer et al. 2005). Im Falle von EDM-Strecken
kommt unter anderem ein Mal3stabsfehler des ventemdeDM-Moduls und im Falle von GNSS-
Basislinien unter anderem ein fehlerhaftes metegisthes Korrekturmodell als Primarfehler in

Frage.
6.3.2 Beobachtungsbezogene deterministisch-systemahe Fehleranteile Fl) in Lagenetzen

Die in Lagenetzen auftretenden beobachtungsbezogieterministisch-systematischen Fehleranteile

beschranken sich tblicherweise auf

* eine falsche Richtungssatzorientierung
* einen konstanten Restfehtefiir die Additionskonstante des verwendeten EDM-Med
» einen konstanten Fehler in der Grundfrequenz desergleten EDM-Moduls (EDM-Malf3-

stabsfaktor)
6.3.2.1 Konstanter Fehler in der Nullpunktfestlegugy des EDM-Moduls

Ein Fehler in der Festlegung des Nullpunktes dezcRenmessung wirkt unmittelbar als konstanter

Fehlera auf alle Strecken, die mit dem betroffenen EDM-Mlogemessen wurden.
Mit
V, = Beobachtungsbezogener Vektor mit dem Fahlgs Eintrag fur jede betroffene Strecke

modelliert sich die zugehorige Zuschlagsmatfix fir die konventionelle, auf die rein zufalligen

Fehleranteile beschrénkte Kovarianzmatrix der BelohumgenC, zu
Cy,= VoxV," (6.1)

Die Wirkung des Nullpunktfehlers ist mit Hilfe d&infiihrung einer fir die betroffenen Strecken-
beobachtungen zu schatzenden Additionskonstantuségzlicher Parameter im funktionalen Modell

rechnerisch eliminierbar.

6.3 Modellierung beobachtungsbezogener systematisathleranteile in Lagenetzen
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6.3.2.2 Konstanter Fehler in der Grundfrequenz deEDM-Moduls

Der zweite gerateseitige Fehleranteil — eine niehterfrei abgestimmte Grundfrequenz — wirkt sich

mafistablich auf die mit dem betroffenen EDM-Modermgssenen Strecken aus.

Mit
f = Mal3stabsfehler der betroffenen Strecken [ppm]
s = Betroffene Strecke

ergeben sich die individuellen Streckenfehler zu

fi=10"%x fxs (6.2)
Mit
Vs = Beobachtungsbezogener Vektor mit Individualfehfg als Eintrage fir betroffene Strecken

modelliert sich die zugehorige Zuschlagsmaﬂ@; Zu
Cy, = Vs v, (6.3)

Die Wirkung des frequenzbedingten EDM-Mal3stabsfshilt mit Hilfe der Einfihrung eines fiur die
betroffenen Streckenbeobachtungen zu schatzendBetdMzsparameters als zuséatzlicher Parameter im

funktionalen Modell rechnerisch eliminierbar.
6.3.2.3 Summenwirkung der streckenbezogenen detemistisch-systematischen Fehleranteile

Die Summe der streckenbezogenen deterministis¢hragsischen Fehleranteile als Kovarianzmatrix-

zuschlag fliC, ergibt sich zu

CV = Cva + CVf (64)

6.3.3 Beobachtungsbezogene stochastisch-systeméagsgehleranteile §) in Lagenetzen
In Lagenetzen sind folgende beobachtungsbezogeakeastisch-systematische Fehleranteile typisch:

* Malistabswirksame Beschickung der EDM-Rohstreckeeisitneteorologischer Daten
» Zentrierfehler des verwendeten Tachymeters miebiger Ausrichtung

» Zentrierfehler des verwendeten GNSS-Basis-Roverseatiebiger Ausrichtung

Far nivellitische Hohennetze modellieraWaz (1981) die auf die oOrtliche und zeitliche Veranidér
keit des vertikalen TemperaturgradientedgGTT 1999) beruhenden vertikalen Refraktionsanteile als

hauptsachliche stochastisch-systematische Feliler,vielche die Beobachtungen im geometrischen

6.3 Modellierung beobachtungsbezogener systematisathleranteile in Lagenetzen



6 Analyse der zufalligen und systematischen Fahterle in Lagenetzen 100

Nivellement korreliert sind. Ein entsprechender &msst fur den Beobachtungsraum von klassischen
Lagenetzen weniger geeignet, da die hierin zwanfalle wirkenden vertikalen Refraktionsanteile
keine spurbare Belastung auf die Beobachtungenbeunsiind potenziell fur die Beobachtungen

kritische und auf sie korrelierend wirkende horiabe Refraktionsanteile kaum auftreten.
6.3.3.1 Meteorologisch induzierter EDM-Mal3stabsfelar

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit der in EDM-Moduleerwendeten Tragerwelle ist vorrangig von
der Temperatur und dem Druck der von ihr bei desdvag durchlaufenen Luftschichten abhangig.
Insofern wirken Abweichungen zwischen angenommeunedirealem Wert fir beide Parameter mali3-
stablich auf die beobachteten Strecken. NagRMEN (1986) ergibt sich unter den Bedingungen der

Normalatmosphare — und fur die Belange dieser Betuagen ausreichend genau auch sonst — mit
AT = Abweichung zwischen angenommener und realetdmfieratur [K]
der
m(AT) = Lufttemperatur induzierte Maf3stabsfehler derdstgnen Strecken [ppm]
zu
m(AT) = 1.00 * AT (6.5)

und damit sein konkreter, auf die Einzelstreckadividualisierter Wert zu

mr(i) = 107 * m(AT) * s (6.6)

Jener stochastisch-systematische Fehleranteiltexbifile besondere Bedeutung infolge der Tatsache,
dass der am EDM-Standort erhobene Wert fir dietémperatur kaum reprasentativ sein kann. Fur
eine korrekte temperaturabhangige Beschickung debreitungsgeschwindigkeit der Tragerwelle ist
stets der sogenannietegrale Temperaturwert als wirksamer Mittelwert der im gdimeinen nicht
bekannten Temperaturen aller vom MefRstrahl durééralen Luftschichten erforderlich. Ferner muss
deren Streuung um mehrere Grade — je nach Gelésdeféenheit, ortlichen thermischen Wirkungen

und damit Veranderlichkeit des vertikalen Tempegaadienten — unterstellt werden.
Weiterhin ergibt sich nachAdMEN (1986) mit

AP = Abweichung zwischen angenommenem und realendiudk [hPa]

der

m(AP) = Luftdruck induzierte Mal3stabsfehler der betnoffie Strecken [ppm]

Zu
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m(AP) = 0.28 x AP (6.7)
und damit sein konkreter, auf die Einzelstreckadividualisierter Wert zu
mp(i) = 107% x m(AP) * s (6.8)

Somit ergibt sich de€.-Kovarianzmatrixzuschlag's, der meteorologisch induzierten stochastisch-

systematischen Fehleranteile fur die Hauptdiagomdéenente der Submatrix der Strecken zu
Cs,(1,1) = my(0)?* 4+ mp (i)? (6.9)

und fur die Elemente auf3erhalb der Hauptdiagordikser Submatrix zu

Cs,,(i,)) = Vmp(D? + mp()? * ymp()? + mp(j)? (6.10)

Auf der rechten Seite von Beziehung (6.10) istkdemrelationsfaktor mit einem Wert von 1.0 einge-
fuhrt worden, da fur die mit demselben EDM-Modudumter denselben Bedingungen gemessenen
Streckeni undj dasselbe Mal3 an Betroffenheit von Lufttemperatmd Luftdruckfehler unterstellt

wird.

Die Wirkung des meteorologisch induzierten EDM-MaRsfehlers ist mit Hilfe der Einfuhrung eines
fur die betroffenen Streckenbeobachtungen zu sehden Mal3stabsparameters als zusétzliche Unbe-

kannte im funktionalen Modell rechnerisch elimitier.
6.3.3.2 Tachymeterseitiger Zentrierfehler

Der

ZT = Zentrierfehler des verwendeten Tachymeters

wirkt stochastisch-systematisch auf beobachtetdt®Rigen und Strecken und nimmt fur justierte
optische Lote eine GroéflRenordnung von 0.5 bis 1 mmfi@ optische Lote ohne aktuellen Justier-

zustand ist ein Zentrierfehler von 2 mm realistisch

Dabei werden die beobachteten Richtungen im Siimess &Standpunktexzentrums verfalscht und zwar
um die GrolRe des Winkeds der sich daraus im Zielpunkt ergibt und dessdrekel durch Zentrum

und Exzentrum des Standpunktes verlaufen. Mit
S; = Entfernung zwischen Standpunkt und Zielpunkt

ergibt sich dieser Winkel fir die Richtuagnhand der Bogenformel zu

ZT
a(i) = p* o (6.11)

L
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und stellt so unmittelbar die Wirkung des FehEFsauf die beobachteten Richtungen dar.

Diese Werte bilden in ihrer quadratischen Form Hdéeiptdiagonalenelemente in der Submatrix der
Richtungen in denf.-Kovarianzmatrixzuschlag@s,, der durch die Tachymeterzentrierung bedingten

stochastisch-systematischen Fehleranteile:
Cs,,(i,1) = a(i)? (6.12a)

Tritt ein entsprechender Zentrierfehler in dersel@dlRenordnung auch noch am Zielpunkt auf, so

gilt fir diese Hauptdiagonalenelemente alternatiGieichung (6.12a):
Cs,,(i,1) = 2 a(i)? (6.12b)

Fur die Ermittlung der Kovarianzen ist zu bertickgen, dass Richtungen gleicher Richtungswinkel
tin derselben Weise, gegensatzlich orientierte Riagn in gegensatzlicher Weise und orthogonale
Richtungen unabhangig voneinander beeinflusst werder zugehorige Korrelationskoeffizient folgt

daher der Kosinusfunktion des Winkelabstands deintRhgen undj. So gilt fur die Kovarianzen:
Cs,,(1,)) = a(i) xa(j) cos(ti — t]-) (6.13)

Ein moglicher Zentrierfehler am Zielpunkt ist fuiedsorstehenden Kovarianzen irrelevant, weil die
Richtungsbeobachtungen des betrachteten Standgumkteliber einen standpunktseitigen und nicht

Uber etwaige zielpunktseitige Zentrierfehler kaerlsind.

Der tachymeterseitige Zentrierfehler wirkt sich dig beobachteten Strecken unmittelbar aus und so
ergibt sich — induziert durch den stochastischesystischen Fehleranteil der Tachymeterzentrierung

— die Hauptdiagonale der Submatrix der Streckeg if{ovarianzmatrixzuschlags,, zu:
Cs,,(i,0) = ZT? (6.14a)

Tritt ein entsprechender Zentrierfehler in dersel@03enordnung auch noch am Zielpunkt auf, so

gilt fir diese Hauptdiagonalenelemente alternatiGeichung (6.14a):
Cs,,(i,0) = 2% ZT? (6.14b)

Fur die Ermittlung der Kovarianzen der Strecken dds Korrelationsverhalten der Richtungen, so

dass sich fur die Elemente derselben Submatrixrbalbeder Hauptdiagonalen ergibt:
Cs,, (i,)) = ZT?* x cos(t; — t;) (6.15)

Hinsichtlich eines moglichen Zentrierfehlers amIgimkt gelten analog die Ausfihrungen zu den

Kovarianzen der Richtungsbeobachtungen.
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Zur Ermittlung der Kovarianzen aus Richtungen utr@cken ist zu beachten, dass eine beobachtete
Richtung mit einer beobachteten Strecke gleichesr gdgensatzlichen Richtungswinkels nicht tGber
einen Zentrierfehler des Standpunktes (beliebigesrishtung) korreliert ist. Der maximale Grad an
Korrelation beider MelRelemente tritt hingegen imhOgonalitatsfalle auf. Der zugehorige Korrela-
tionskoeffizient folgt daher der Sinusfunktion d&skelabstands von Richturiguind Streckg.

So qilt fur die Kovarianzen der Richtungeand Streckeri desselben Standpunktes:
Cs,, (i,)) = a(i) * ZT * sin(t; — t;) (6.16)

Hinsichtlich eines moglichen Zentrierfehlers amIgimkt gelten analog die Ausfihrungen zu den
Kovarianzen der Richtungsbeobachtungen. Im Fafleseidentischen Zielpunktes fur eine Richting
und eine Streckg¢ lage zwar theoretisch ein zusétzlicher Kovariatelfiir diese beiden Beobach-
tungen vor, jedoch bestiinde aufgrund deren Winké&daoes von Null nach (6.16) wiederum keine

Korrelation.

Ferner sind tachymetrische Beobachtungen untedicdtier Standpunkte theoretisch tber mogliche
Zentrierfehler identischer Zielpunkte korreliertali®i gilt in diesem Sinne fir die Korrelation zweie
Richtungen oder zweier Strecken Beziehung (6.18) fiin die Korrelation einer Richtung mit einer
Strecke Beziehung (6.16). In der Praxis sind diéseelationen aber eher nicht so zu erwarten, da in
groBeren Netzen die Standpunkte an verschiedergenTaesetzt werden und somit die Zentrierfehler
der Zielpunkte infolge deren tageweisen und dahabbéangigen Signalisierungen nicht stochastisch-

systematisch wirken kénnen.

6.3.3.3 Roverseitiger Zentrierfehler

Der

ZG = Zentrierfehler des verwendeten GNSS-Basis-Rovers

wirkt stochastisch-systematisch auf beobachtete SBI&sislinien. Mit Verwendung herkdmmlicher
optischer Lote fir die Roverzentrierung gelten Alisssagen zur Grol3enordnung des tachymeterseiti-

gen Zentrierfehlers analog.

Dabei entspricht die Fehlerwirkung auf die Beobanbtder Rechts- oder Hochwertdifferenz der
Wirkung des Zentrierfehlers des Tachymeters aufSfieckenbeobachtungen und es gilt so fir die

Hauptdiagonale der Submatrix der GNSS-Basislinme€ j-Kovarianzmatrixzuschlags,, der durch

die GNSS-Basis-Rover-Zentrierung bedingten sto@dwssystematischen Fehleranteile:

C(SZ(;(I:RE" iRe) = ZGZ (617&)
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Tritt ein entsprechender Zentrierfehler in dersel@dlRenordnung auch noch am Zielpunkt auf, so

gilt fur diese Hauptdiagonalenelemente alternatiGieichungen (6.17a) und (6.17b):

CSZG(I:REP iRe) = 2% ZG* (617C)
Cazg(iHo: iHo) = 2= ZGZ (617d)

Fur die Ermittlung der Kovarianzen der GNSS-Basish ist zu berticksichtigen, dass Rechts- und
Hochwertdifferenzen aufgrund ihrer Orthogonalitéhn Giber einen ebensolchen Zentrierfehler kor-

reliert sind, so dass fur die zugehdrigen Kovamgingilt:

Cs,.(iresino) = 0 (6.18a)
Cs,c(irerjHo) = 0 (6.18b)

Innerhalb der Gruppe der Rechts- oder Hochwertdiffeen besteht hingegen eine unmittelbare Kor-

relation, so dass fur die zugehdrigen Kovarianzagremem Korrelationskoeffizienten von eins gilt:

Csyc(iresjre) = ZG* (6.19a)
Cs,6(iorjro) = ZG? (6.19b)

Hinsichtlich eines moglichen Zentrierfehlers am|gimkt gelten analog die Ausfuhrungen zu den
Kovarianzen der Richtungsbeobachtungen im Zuge Betrachtungen des tachymeterseitigen

Zentrierfehlers.
6.3.3.4 Summenwirkung beobachtungsbezogener stoctiash-systematischer Fehleranteiled)

Analog zu Gleichung (6.4) fur die (streckenbezogégrdeterministisch-systematischen Fehleranteile
ergibt sich die Summe der stochastisch-systematisElehleranteile als Kovarianzmatrixzuschlag fur

C.zu

C5 = C&M + CSZT + CSZG (620)
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6.4 Quantifizierung systematischer Fehleranteile il.agenetzen

Eine geeignete Quantifizierungsmethode systematis€bahleranteile bildet eine der Grundlagen fur
die Analyse netzverzerrender Einflisse und Wirkanged ist ein elementarer Bestandteil des zuge-

horigen Analysekonzeptes flr Lagenetze (s. Kapi)l.

Zur Quantifizierung systematischer Fehleranteileagenetzen sei analog zur Quantifizierung jener
Anteile im geometrischen Nivellement nach Kapitedub BRUNKHORST (2012a) deren stochastische
Wirkung auf die Parameter grundlegend und eine &srisbildung zur entsprechenden Wirkung der
zufélligen Anteile dienlich, in der sich spezielliochastische Situationen des Beobachtungsraumes
abbilden bzw. daraus erkennbar sind. Von besondbremesse wird dabei auch hier die stochastische
Situation sein, welche zu einer bestimmten Aquivalewischen der Wirkung der zufalligen Varianz-

anteile und der systematischen Fehleranteile fuhrt.
6.4.1 Quantifizierungsalgorithmus

Der Algorithmus zur Quantifizierung systematischehleranteile in Lagenetzen entspricht prinzipiell
dem analog fur Nivellementnetze gultigen Algoritleraus BRUNKHORST (2012a) und ist hier in einer

fur die Anwendung in Lagenetzen angepassten Fogagaben:

e Stochastische Modellierung der nicht-zufalligen IEemteile (als stochastisch-systematische
Anteile § und ggf. deterministisch-systematische Ant&jemit gleichzeitiger (Quasi-) Null-
setzung der zufélligen Fehlerantedleur Ermittlung der auf den Einfluss der systencéis
Anteile beschrankten, absoluten genauigkeitsanzdege GroRen des Parameterraumes als
insbesondere die Varianzen der gesuchten Netzkcaaeti.

» Ermittlung des sich aus jener Situation ergebemtigohschnittlichen Lagepunktfehlev, &
bzw. Mp, V, welcher auf jene Weise zwar formal eine effekdbite Grol3e darstellt, jedoch
ohne dabei die Wirkung der zufélligen Varianzaeteler Netzbeobachtungen zu enthalten.
Aquivalent dazu ergibt sich derselbe ausschliel¥itfektbelastete durchschnittliche Lage-
punktfehlerMp, § bzw. Mp,V alternativ aus dem auf die zufélligen Fehleraateiin ihrer

realistischen GroéRenordnung bezogenen Analagere und dessen effektbelasteter Form

Mp, €8 bzW.Mp, eV ZUMp,§ = \/(Mp,£8)% — (Mp, €)2 bzW.Mp,V = \/ (Mp, eV)% — (Mp, £)2

« Gezielte maRstébliche Veranderung der A-priori-Gégieiten aller Netzbeobachtungen im
konventionellen Ausgleichungsansatz zur Herbeiftigrdes Aquivalenzfalls des ausschlieR3-
lich aus den zufélligen Fehleranteilenresultierenden durchschnittlichen Lagepunktfehlers
Mp, e mit seinem aus dem Einfluss ausschlief3lich sygisoher Anteile §, V) resultierenden
AnalogonsMp, § bzw. Mp, V7.

» Ergebnis der Quantifizierung ist eine Gruppe zusdlea konsistenter beobachtungsbezogener

eindimensionaler A-priori-Genauigkeiten, in welcheder beteiligte Beobachtungstyp tiber
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eine dieser GenauigkeitdB,, s, sqyss) als sein fir den Aquivalenzfall angepasstes durch-

schnittlichess, & priori vertreten ist.

Der Faktor fiir die gezielte maRstabliche Anderuegaindimensionalen GréRen des konventionellen
stochastischen Beobachtungsmodells ergibt siclzedeQuantifizierung systematischer Fehleranteile
in Nivellementnetzen dargestellten Abhangigkeitelydnd ebenfalls unmittelbar als das Verhaltnis
zwischen dem ausschlieBRlich effektbelasteten daratiglichen LagepunktfehleMp, s bzw. Mp, V
(ZielgréRe) und seinem konventionellen Analodéy) € als Ausgangsgrofe.

Analog ist fiir entsprechende Quantifizierungen agé&netzen zur gezielten maRstablichen Anderung
der zweidimensionalen Grof3en des konventionellechsistischen Beobachtungsmodells (Kovarianz-

matrix der Beobachtungdfy,;) ebenso die quadratische Form des vorgenannteéarBanzuwenden.
6.4.2 Vergleich zur Quantifizierung systematischeAnteile in Nivellementnetzen

Im Gegensatz zum Quantifizierungsergebnis systeotar Anteile in Nivellementnetzen lasst sich
die stochastische Wirkung systematischer Anteifedsel Parameter anhand einer Gruppe von beob-
achtungsbezogenen und gegeniiber ihren originatativem GroRenverhaltnissen unveranderten A-
priori-Genauigkeiten darstellen, falls unterschigtd Beobachtungstypen im Lagenetz vorliegen und
es sich somit nicht um ein reines Richtungs-, 8reoder GNSS-Basisliniennetz handelt.

Diese Gruppe umfasst fur jeden im Lagenetz beteili@@eobachtungstyp ein mittlergsa priori, das
sich fir den Aquivalenzfall der zufalligen mit deystematischen Fehleranteilen aus der zugehdrigen
Kovarianzmatrix der Beobachtung€y, ergibt. Somit geben alle auf den Aquivalenzfalkdmgenen
mittlerens, a priori der Gruppe gemeinsam die parameterbesoyéirkung systematischer Fehler-
anteile als TestgrofRen an, die auf Beobachtungewgke und fur zufallige Fehleranteile tblich sind.
Aufgrund der Einheitlichkeit der zur Herbeifiihrudgs Aquivalenzfalls vorgenommen Skalierung der
nach Beobachtungstyp unterschiedliclgra priori anhand des in Kapitel 6.4.1 dargestelkahktors

bleibt die relative Gro3enordnung diesg@ priori innerhalb ihrer Gruppe stets erhalten.

Es fehlt hier aber die im Zuge der Quantifizieraygtematischer Fehleranteile in Nivellementnetzen
gegebene Weiterentwicklung einer fir den Aquivataihgefundenen beobachtungsbezogenen Test-
groRe wie der Genauigkeit des Standpunkthéhenwhierdess,,, zu einer zusatzlichen genauigkeits-

anzeigenden, beobachtungsbezogenen und fir zefaitid gerateseitige Fehleranteile gebrduchlichen

(eindimensionalen) Grol3e wie dem mittleren Kilometeler o, ., -

Auch in Lagenetzen folgen zufallige und systemagsEehleranteile verschiedenen Modellbildungen,
so dass aus den in Kapitel 2.2.2.6 erklarten Gniiredle steiles Eigenwertspektrum des allgemeinen
EWP mit der konventionellen Kovarianzmatrix der d&aeter als Referenzkovarianzmatrix und dem

Kovarianzmatrixzuschlag der systematischen Fehigitarals Vergleichskovarianzmatrix resultiert.
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Die verschiedenen Modellbildungen fur zufallige usygbtematische Anteile finden ihre Ursachen
darin, dass sich zufallige Varianzanteile wie @rézw. belastete) Schwingungen — als mechanische
Analogien des Schwingungskorpers zum Netzdesigarhalten (B.L et al. 1984, NSTERWALDER
1903), die systematischen Varianzanteile hingegiumidn (durch z.B. Zentrierfehler) geometrisch

induziert sind.
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6.5 Induktionswirkungen nicht-zufélliger Fehleranteile in Lagenetzen

Die in Kapitel 6.2 aufgezeigten Ursachen fir nichifillige Fehleranteile sollen in ihrer Wirkung auf

die Geometrie und die Stochastik der Parameteratiech untersucht und bewertet werden.

Tab. (6.1) Strukturelle Ubersicht der nicht-zuf§dih Fehleranteile in Lagenetzen:

Ursache Anschlusspunktbezug Beobachtungsbezug

* Falsche Richtungssatzorientierung

» Koordinate Anschlusspunkt N
» (EDM-) Additionskonstante

Deterministisch-

systematisch « Satelliten-Orbitposition

» (EDM-) Mal3stabsfehler

* Meteorologische Beschickung be
Stochastisch- e Stochastisches Modell der EDM

stochastischen Festpunkte eingt  zentrierfehler Tachymeter

systematisch dynamischen Ausgleichung

o Zentrierfehler GNSS-Basis-Rovel

Quasi-systematisch| * Nichtlinearitatsverzerrung wegen Taylorreihenabbmiach dem 1. Glieg

* Anzahl, Knotenpunkteigen-

Net i . 1
SEA RS . Ui schaft und Verteilung fester )

Ordnun
g Anschlusspunkte
SIS AT » Spannungen zwischen Anschlusskoordinaten und Batbagen
Zwang
Realnetzstichprobe - * Reprasentativitat der Realdaten

Zur Verifizierung von Knotenpunkteigenschaften @odatischen Schwachformen siehe Anhang 6.4.
6.5.1 Stochastische Wirkung deterministisch-systertiacher Fehler

6.5.1.1 Deterministisch-systematische Fehler in Lagetzen

Kapitel 2.2.3 erklart die Zuordnung deterministisgistematischer Fehler zu der Gruppe der nicht-

zufélligen Fehlertypen und deren stochastische Medeng.

Obwohl die Ermittlung deterministisch-systematigchehler in klassischen geodétischen Lagenetzen
weitgehend ausgeforscht und deren stochastischelMwdng theoretisch bekannt ist, soll mit Hilfe
des historischen TP-NetzElamburgisches Wattenmeein vervollstandigendes Beispiel zur qualitati-
ven und quantitativen Analyse der Verzerrung egesdatischen Netze infolge systematischer Fehler
anhand der Ermittlung dieser Fehleranteile und tBbusg ihrer stochastischen Wirkung gegeben
werden. Die zugehoérigen Betrachtungen sind in Agl@g dargestellt.
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6.5.1.2 Fazit

Der historische Lagebezug weist sowohl im Drehwlirédte auch im Hochwertshift eine signifikante
Unterscheidung vom GNSS-gestiutzten Bezug auf, dledas geodatische Datum der Lagefestpunkte
der Insel Neuwerk im Lagestatus 100 abgeglichem#ster historische Bezug als Ist-System vorliegt,
sind diese Parameter signifikanter GroRenordnusglelerministisch-systematische Fehler interpre-
tierbar, die im Falle des Drehwinkels der TP-Masghklusive der zugehorigen Verdichtungsstufen)
gegen den ,DREF-BRD“-Bezug algl-Fehler direkt die historischen Richtungsbeobadptundes
Richtungsstandpunktes TP 1/2016 und im Falle deshwWertshifts alsVx-Fehler unmittelbar die
Hochwertkoordinate dieses Ausgangspunktes belasten.

Die stochastische Modellierung aller vier deterstisch-systematischen Fehlerkomponenten fuhrte
zur VergrofRerung der mittleren Neupunktfehler aig bis zu 2.5-fache Grol3e ihrer unbelasteten
Situation und aufgrund der Majoritéat des Hochweftshnnerhalb der Gruppe der deterministisch-
systematischen Fehleranteile auch zur Ausrichtuergeffektbelasteten Fehlerellipsen genahert ent-

lang der Hochachse.

Der ausschlief3lich auf den zufalligen (geratesmifjgvarianzanteilen basierende mittlere Lagepunkt-
fehler betragt — entsprechend der (mittleren) histben A-priori-Genauigkeiten fur die Richtungen
s, = £0.15 mgon und die Streckess = +55.75 mm — Mp, & = + 47.7 mm und fur die ausschliel3-
liche Wirkung der gefundenen deterministisch-systiisohen Fehleranteil®fp,V = + 46.2 mm.
Daraus ergibt sich ein Faktor zur Skalierung jemistorischen A-priori-Genauigkeiten von 0.97 fiir
den Aquivalenzfall der Wirkung beider Fehlerartso, dass sich die stochastische Wirkung der
systematischen Fehleranteile auf die Parameter fidgende beobachtungsbezogenge a priori

angeben lasst:
s, = £0.15 mgon undsg = +54.45 mm.

Die stichprobenunabhéngige und daher verallgenteirstochastische quadratische Netzverzerrung
betragt 5§24 ,.,(ACy) = 47.35 und somit die durchschnittliche Effektbelastung &enventionellen
Stochastik einer Neupunktkoordinate 217.6 % inrieredimensionalen Form; ohne Beriicksichtigung

der Kovarianzen betragt diese Effektbelastung 133.9
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6.5.2 Stochastische Wirkung anschlusspunktbezogenstochastisch-systematischer Fehler

In angeschlossenen geodatischen Hohen- und Lagenetzes mdglich, dass die Anschlusspunkte
nicht varianzfrei sondern stochastisch sind unditsemn eigenes stochastisches Modell im Sinne einer
Kovarianzmatrix aufweisen. Findet eine Berlicksmimig dieser Kovarianzmatrix in einer L2-Norm-

Ausgleichung statt, liegt eine sodynamischeAusgleichung vor; ohne Beriicksichtigung einer aber
tatsachlich vorhandenen Anschlusspunktstochastitgerdie Schéatzung der Parameterstochastik zu
gunstig. Diese Falle liegen vor, wenn eine hiergtte anstelle einer dynamischen Ausgleichung an-
gewendet oder in einer dynamischen Ausgleichungstiashastische Modell der Anschlusspunkte,
durch z.B. Beschrankung auf deren Varianzen, nvichstandig eingefuhrt wird und stellen somit stets

Vernachlassigungen im stochastischen Modell decnsspunkte dar.

Die stochastische Wirkung einer Vernachlassigungrjért soll nachfolgend anhand eines geeigneten
Lagenetzbeispiels gezeigt werden. Dazu werde zehéodh Stochastik von vier Neupunkten in einem
hierarchischen Netzes mit vier (varianzfreien) Arssspunkten bestimmt und diese Neupunkte zu
Verknupfungspunkten erklart. Im Sinne eines Vertingsnetzes stellen diese Verknipfungspunkte
in der zweiten und dritten Ausgleichung nun die &nsgsspunkte dar, worin die Anschlusspunkte der
ersten Ausgleichung nicht mehr auftreten, aberijeweer weitere Neupunkte eingefiihrt werden. Zur
Ermittlung der stochastischen Wirkung der Vernassifung der Anschlusspunktstochastik erfolgt die
Schatzung der Stochastik jener vier Neupunkte iredeiten Ausgleichung mit einem hierarchischen
Ansatz, also Uber die Nullsetzung der Anschlussto&hastik, und in der dritten Ausgleichung mit
einem dynamischen Ansatz unter Berucksichtigungvdstéandigen Stochastik der Anschluss- bzw.
Verknipfungspunkte wie diese aus der ersten Audgleg erhalten wurde. Es ist zu erwarten, dass
die dritte Ausgleichung des dynamischen Ansatze¥amgleich zur zweiten Ausgleichung eine un-

gunstigere Neupunktstochastik liefert.

Da das stochastische Modell der Anschlusspunkgedaaéatischen Netzen als anschlusspunktbezogene
stochastisch-systematische Fehleranteile betraalaten kdnnen, ist deren Wirkung identisch mit

der hier zu untersuchenden Wirkung der zuvor defien Vernachlassigung.

6.5.2.1 DasSynthetische Verdichtungsnetz

In Ermangelung realer, auf ein Verdichtungsnetzobemer Messdaten und in Unabhangigkeit einer
Realnetzstichprobe sei ein fur diese Betrachturzgfithrendes Verdichtungsnetz konzipiert und im
Netzplanungsmodus betrachtet. Darin seien die ddpBenauigkeiten jeweils einheitlich in den fiir
Ingenieurnetze typischen GrofRenordnungen (Richtupg: +1.0 mgon, Strecke:s; = +3.0 mm)

eingefuhrt.
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Erzeugung der Verknupfungspunkte (1. Ausgleichung):

Abb. (6.2a) Netzbild zur Erzeugung der Verknipfymgskte (201 bis 204, in rot dargestellt)

via hierarchischer Ausgleichung:

Netzbild (inkl. Fehlerellipsen des Referenzdurchgangs)
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Der max. mittlere Punktfehlast definiert gemal der Bemerkung zu Abb. (6.3) i6apitel 6.5.3.1.

Die Verknlpfungspunkte stellen im Verdichtungsndiez stochastischen Anschlusspunkte dar, deren
vernachlassigtes stochastisches Modell die hiarntersuchende stochastische Wirkung in den Neu-
punkten induziert und deren Bestimmung als mehddeblarpunkte von vier als varianzfrei ange-

nommenen Festpunkten (101 bis 104) erfolge.
Die konventionellen mittleren Lagepunktfehler darkhipfungspunkte betragéfp, ¢ = +3.1 mm.
Erzeugung der Neupunkte (2. und 3. Ausgleichung):

Die Bestimmung der Neupunkte erfolge als freiei&térungen mit Richtungs- und Streckenbeob-

achtungen zu jeweils allen vier VerknipfungspunkienAnschlusspunkte und ohne Beobachtungen
untereinander, um die Wirkung der Vernachlassigdeg stochastischen Modells dieser Anschluss-
punkte unmittelbar testen zu kénnen. Zu diesem Kweien diese Anschlusspunkte zunéchst varianz-

frei eingefiihrt (2. Ausgleichung).
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Abb. (6.2b) Netzbild zur Erzeugung der Neupunk@0@ bis 1004, in rot dargestellt)

via hierarchischer (2.) Ausgleichung:

Netzbild (inkl. Fehlerellipsen des Referenzdurchgangs)

Max. mittlerer Punktfehler: —— =2.5 mm
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Der max. mittlere Punktfehlast definiert gemaf der Bemerkung zu Abb. (6.3=)apitel 6.5.3.1.
Die konventionellen mittleren Lagepunktfehler dexugunkte betrageMp, ¢ = +£2.5 mm.

Zur Erzeugung der hier zu untersuchenden stochhstisWirkung erfolgt nun die Einfihrung der
Anschlusspunkte mit ihrem (vollstéandigen) stoclsasten Modell als auf die Netzkoordinaten redu-
zierte Submatrix der Kovarianzmatrix der Parameles hierarchischen Ausgleichungsansatzes zur
Bestimmung dieser Anschlusspunkte als Verknupfumgisie (3. Ausgleichung). Die zugehérige
Abbildung (6.2c) zeigt das entsprechende Netzbilelches die Fehlerellipsen der Neupunkte in rot
dargestellt und die sich fur die Verknupfungspur@@l bis 204) als stochastische Anschlusspunkte

ergebenden Fehlerellipsen in blau dargestellt &ntha

Der max. mittlere Punktfehlast definiert gemaf der Bemerkung zu Abb. (6.3=)apitel 6.5.3.1.
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Abb. (6.2¢) Netzbild zur Erzeugung der Neupunktedynamischer (3.) Ausgleichung:

Netzbild (inkl. Fehlerellipsen des Referenzdurchgangs)

", Max. mittlerer Punktfehler: —— =3.0mm .-~
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Die effektbelasteten mittleren Lagepunktfehler deupunkte betrageMp, 6 = +3.0 mm.
6.5.2.2 Ergebnisse und Fazit

Aufgrund des Varianzenfortpflanzungsgesetzes giltdie voneinander unabhéngigen zufalligeh (
und stochastisch-systematischéh Eehleranteile folgende Beziehung zur Ermittlueg dusschliel3-

lich effektbelasteten mittleren Lagepunktfehlers:

Mp,8 =/ (Mp,£8)% — (Mp,£)? = /(3.0 mm)2 — (2.5 mm)2 = +1.7 mm.

Damit ist die stochastische Wirkung auf die Neupenkvelche sich aus der Vernachlassigung des
stochastischen Modells der dynamischen Anschlusspuru Mp, 5 = +£1.7 mm ergibt, in diesem
Beispiel geringer als die reine Wirkung der zudh Beobachtungsfehléfy, e = +2.5 mm. Nach
dem Quantifizierungsalgorithmus fir systematiscledléranteile in Lagenetzen (Kap. 6.4.1) ergibt
sich ein Faktor zur Skalierung der zufélligen AgpriBeobachtungsgenauigkeiten von 0.68 fur den
Aquivalenzfall der Wirkung beider Fehlerarten, sssl sich die stochastische Wirkung der Vernach-
lassigung des stochastischen Modells der dynamisémschlusspunkte Uber folgendg a priori

angeben lasst:
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s, = £0.68 mgon unds; = +2.04 mm.

Die stichprobenunabhéngige und daher verallgenteirstochastische quadratische Netzverzerrung
betragt §4,c, (ACy) = 3.22 und somit die durchschnittliche Effektbelastung #enventionellen
Stochastik einer Neupunktkoordinate 63.5 % in ilmiedimensionalen Form; ohne Beriicksichtigung
der Kovarianzen betragt diese Effektbelastung 832 stets bezogen auf die hier untersuchte Effekt-
belastung der Vernachlassigung des stochastisclusfelld der dynamischen Anschlusspunkte. Die
Stochastik der dynamischen Anschlusspunkte befachiso die Stochastik der Neupunkte in einer
GroRRenordnung von rund 60 % der Wirkung, die vossallie3lich zufalligen Beobachtungsfehlern

fur die Neupunkte ausgeht.
6.5.3 Stochastische Wirkung beobachtungsbezogen¢ochastisch-systematischer Fehler

In Lagenetzen induzieren die maf3stabswirksame mudtgpsche Beschickung der beobachteten
EDM-Strecken sowie die Zentrierfehler von Tachymatad GNSS-Basis-Empfanger als originar
zuféllige aber stochastisch-systematisch wirksamkldfanteile die Stochastik der zu schatzenden
Parameter, insbesondere der gesuchten NetzkoadinBta EDM-Strecken Ublicherweise zu den
Beobachtungen moderner geodatischer Lagenetzeayehdd Zentrierungen tUber den Netzpunkten
anhand von Stativen und optischen Loten und néusnahmen anhand von festen (Vermessungs-)
Pfeilern vorgenommen werden, sollen die Wirkungen meteorologischen Beschickung der EDM-

Strecken- und der Zentrierfehler auf die Parametengstik gemeinschaftlich geschatzt werden.

Zu diesem Zweck und fir die Betrachtungen der K&6it5.5 bis 6.5.7 sei d&seinetz Rethebriicke
betrachtungsgegenstandlich, da es infolge seinasggi® mit polygonalen und Blockstrukturen fir

verschiedene Testzwecke gut geeignet ist.
6.5.3.1 Dadreinetz Rethebriicke

Fur den Hamburger Hafen stellt der Neubau der ¥384hteten Rethe-Hubbriicke als Klappbriicke
ein wichtiges infrastrukturelles Grol3projekt dar.diesem Zuge wurde aus Sicherheitsgrinden die
permanente geometrische Uberwachung des alten Besiweals Trager einer StraRen- und einer
Eisenbahnverbindung — in Form eines geodatischemtbtongs erforderlich, dessen Anschlusspunkte
nach Lage und Héhe anhand d&einetzes Rethebrickait urspringlich 148 Richtungs- und 149
EDM-Streckenbeobachtungen (inkl. Streckenbeobageturin Gegenrichtung) zwischen Dezember
2009 und dem Friuhjahr 2010 erzeugt wurden.

Fir die Belange dieser Arbeit seien jedoch Betrawgn des Netzes in seiner aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit und lllustration reduzierten Form ginBRUNKHORST (2012b) mit 107 Richtungs- und
93 EDM-Streckenbeobachtungen sowie 32 Neupunkteremhend. Zur Entlastung des Inhalts der
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folgenden Abbildung (6.3a), welche vor allem diecktastische Situation der Netzpunkte auf Basis

der freien Ausgleichung zeigen soll, sei auf eiediellung der Netzbeobachtungen darin verzichtet.

Abb. (6.3a)Freinetz Rethebriickie seiner hier betrachteten, gegeniiber dem urghctien Design

reduzierten Form mit den Fehlerellipsen der korneeetlen freien Ausgleichung:

101@ 155
@ Legende:
999 ® :Netzpunkt
118 s O : Fehlerellipse
117 998 i 4
116
114 3032 Malistibe:
111 -
102 107 Karte: —— =100m
Ellipse: =2.5mm
103 119
104
@ 121 997
108 307
125
129
130
132

154
134 37
3061
(i::)153

152

3062
996

Die in Abbildung (6.3a) dargestellten Fehlerellipsigen die sogdelmertschen Fehlerellipsamit
jeweils der groRen Halbachde und der kleinen Halbachgg., aus denen sich — ebenso wie aus den

einfachen Standardabweichungeg und oy, eines Neupunktes — dessen mittlerer PunktfeMler

als sogHelmertscher Punktfehleilden lasst zMp = +,/AZ + BZ = +./02, + 07,. Der maximale

mittlere Punktfehler aus der Gruppe der 32 Neupunktbbildung (6.3a) betragt2.6 mm und tritt
an Netzpunkt 104 auf.

6.5.3.2 Ergebnisse und Fazit

Der fur die Betrachtungen dieses Kapitels durchiugéin freien Realnetzausgleichung liegen die den

tatséchlichen Verhéltnissen entsprechenden A-pBedbachtungsgenauigkeiten fiir die Richtungen
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s, = £1.0 mgon (als einheitlicher Wert) und fir die Streckep= +1.5 mm (als Mittelwert aller
individuellen Einzelgenauigkeiten) zugrunde.

Die konventionellen mittleren Lagepunktfehler deetdpunkte betragen durchschnittlidfi,, e =
+1.9 mm.

Abb. (6.3b) Effektbelastete Fehlerellipsen undrieHauptschwachform aufgrund der

Vernachlassigungen im stochastischen Modell debBelmtungen infrreinetz Rethebriicke
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Das strenge stochastische Modell der Beobachtueggabe sich aus der Modellierung der A-priori-
Genauigkeiten (im Sinne einfacher Standardabweménrir) von AT = +£2.0 K und AP £+ 5.0 hPa

fur die meteorologische Beschickung der EDM-Streckewie aus einer Modellierung eines Zentrier-
fehlers vonZT = +2.0 mm (ebenfalls im Sinne einer einfacher Standardabdweig 1) fur alle
Netzpunkte. Die effektbelasteten mittleren Lagepiatiter der Netzpunkte betragen durchschnittlich
Mp,e6 = £2.3 mm und so die durchschnittliche Effektbelastung eikesventionellen mittleren
Lagepunktfehlers rund 72 %.

Nach dem Quantifizierungsalgorithmus fir systerchgsFehleranteile in Lagenetzen (Kap. 6.4.1)
ergibt sich ein Faktor zur Skalierung der zufalige-priori-Beobachtungsgenauigkeiten von 0.72 fiir
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den Aquivalenzfall der Wirkung beider Fehlerartdig stochastische Wirkung der Vernachlassigung

im stochastischen Modell der Beobachtungen lasktdaher tber folgendg a priori angeben zu:
s, = £0.72 mgon unds; = +£1.08 mm.

Aufgrund einer nur geringen Machtigkeit der aus ¥emnachlassigungen im stochastischen Modell
der Beobachtungen resultierenden latenten Hauptsdifarm von 26.1 % sowie einer nur geringen
guantitativen Auspragung dieses Effektes im 1-mmeBé lasst sich dessen Ausrichtung als seine

gualitative Eigenschaft zwar darstellen, jedocthihaussagekraftig interpretieren.

Der maximale (effektbelastete) mittlere Punktfetdas der Gruppe der 32 Neupunkte in Abbildung
(6.3b) betragt+3.4 mm und tritt an Netzpunkt 307 auf. Die maximale l&ehlauptschwachform
betragt 1.2 mm (Netzpunkt 116), die mittlere lag¢grtiuptschwachform lediglich 0.1 mm.

6.5.4 Geometrische und stochastische Wirkung quasitsstematischer Fehler

Die hier als quasi-systematisch bezeichneten Feldden eine geometrisch und stochastisch auf die
Netzkoordinaten wirkende Nichtlinearitatsverzerrimiglge der Linearisierung nichtlinearer Modelle
zur Abbildung des Parameterraumes auf den Beolagértaum dar. Ausweislich der dazu an einem
einseitig angeschlossenen Polygonzug im KapiteR%erzielten Ergebnisse tritt jedoch dieser Effekt
geometrisch und stochastisch selbst im Falle kamvesller mittlerer Lagepunktfehler von tiber 2 m
lediglich im Sub-Millimeterbereich auf und erreickdmit keine fur geodatische Belange relevante

GroRRenordnung.

6.5.5 Stochastische Wirkung des Netzdesigns 0. uhdOrdnung

Das Netzdesign 0. und 1. Ordnung versteht sicldigiAusfihrungen dieses Kapitels im Sinne eines
Vorhandenseins von Anschluss- oder Datumspunktetz(ésign 0. Ordnung) bzw. deren Verteilung
(Netzdesign 1. Ordnung), analog zur Tabelle (3u¥)kapitel 3.1.

Analog zu den an geometrischen Nivellementnetzdfaipitel 5.4 aus BUNKHORST (2012a) durch-
gefuhrten Betrachtungen sollen hier Einflisse dezdesigns auf die stochastische Wirkung stochas-
tisch-systematischer Fehleranteile in Lagenetzetersucht werden. Diese Fehleranteile gehen in
Lagenetzen beobachtungsseitig auf die in Kapitel36und anschlusspunktseitig auf die in Kapitel
6.5.2 betrachteten Einflisse zuriick und sind niclder Art physikalisch induziert wie die stochas-
tisch-systematischen Fehleranteile des geometnisthieellements. Zur besseren Vergleichbarkeit
verschiedener Effekte auf die Parameterstochastdtgen Betrachtungen zur Wirkung des Netz-
designs am Prifling des Kapitels 6.5.3 mit demsekanventionellen und strengen stochastischen

Modell der Beobachtungen.
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In Anlehnung an die aus den Untersuchungen gemuké&i Nivellementnetze in Kapitel 5.4 aus
BRUNKHORST (2012a) dazu gewonnenen Erkenntnisse sei auchafjienetze von der maximalen

Wirkung stochastisch-systematischer Fehleranteile-alle freier Netzformen ausgegangen und in
Fortfuhrung der Ergebnisse aus Kapitel 6.5.3 sudivegzusatzliche) Anschlusspunkte eingefihrt.

Da jedoch die natirliche Hauptschwachform Eesinetzes Rethebrickeine strengen Knotenpunkte

im Sinne des zugehdrigen Algorithmus aufweist,rsei@tr Netzpunkte gewabhlt, die jene Eigenschaft
entweder bestmdglich erfillen (Quasi-Knotenpunldder im Hinblick auf Tests zu stochastisch
optimierten Datumsfestlegungen kontrastierend da#umaximaler nattrlicher Hauptschwachform

(Non-Knotenpunkte).

6.5.5.1 Wirkung des Designs 0. Ordnung

Den Erkenntnissen zur Wirkung des Designs 0. OrgriiiNetzen des geometrischen Nivellements in
Kapitel 5.4.2 aus BUNKHORST (2012a) folgend wird auch fir Lagenetze erwadass sich die auf
den Einfluss stochastisch-systematischer Fehlalariieruhende (diskrete) Netzverzerrung mit der
zunehmenden Einfiihrung von Anschlusspunkten ebesrsmgert wie der durchschnittliche, mit dem
Effekt dieser Fehleranteile belastete mittlere lpamétfehlerMp, 8 bzw. Mp, 5. Zu diesem Zweck
seien zunachst 103 und 107 als Netzpunkte mit sttehgen aber bestmdglichen Knotenpunkteigen-
schaften der natirlichen Hauptschwachform als Ansspunkte mit ihren ausgeglichenen Lagekoor-
dinaten der konventionellen Ausgleichung (Referenddgang) eingefiihrt, weil ein Lagenetz uber
mindestens zwei Festpunkte anzuschlief3en ist undudi den originaren Beobachtungen resultierende
innere Netzgeometrie fur die hier vorgenommenenstas Wirkung des Netzdesigns auf die konven-
tionelle und auf die effektbelastete Parameterstsigh nicht durch geometrische Zwéange zwischen

ebendiesen Beobachtungen und den Anschlusskoadinasatzlich belastet sein soll.

Tab. (6.2a) Freie bzw. zunehmend redundante hlésatte Realnetzausgleichung d@esinetzes

Rethebruckenit Quasi-Knotenpunkten und einer Effektbelastdagchs-Fehler:

Anz. | Diskrete Referenz Effektbelastung Nrn.
FPs | Netzver- der
zerrung | Mittl. Lagepunktfehler | s, post.| Mittl. Lagepunktfehler | s, post.| zus.
& Zocn (L ACY) Mp, e Mp, €6 FPs
Min. | Max. | Mittel Min. | Max. | Mittel
[mMm] | [mm] | [mm] | [mgon] | [mm] | [mm] | [mm] | [mgon]
[mm] [mm]
0 274.77 0.9 2.6 1.8 1.70 1.3 3.4 2.2 1.03] -
2 270.80 1.0 6.9 3.0 1.69 1.7 6.9 3.5 1.03] s.o.
3 269.34 1.1 6.4 2.9 1.67 1.7 6.6 3.4 1.02] 111
4 271.83 1.0 5.2 2.63 1.66 15 5.4 3.1 1.03] 119
5 250.60 1.0 5.0 2.5 1.66 15 5.4 3.1 1.03] 114
6 237.59 1.0 5.0 2.6, 1.65 15 5.4 3.2 1.04] 117
7 235.14 1.0 5.0 2.6 1.64 15 5.3 3.1 1.03] 3032
8 222.79 1.0 5.0 2.65 1.63 15 5.3 3.2% 1.03] 118

6.5 Induktionswirkungen nicht-zufalliger Fehleralgen Lagenetzen



6 Analyse der zufalligen und systematischen Fahterle in Lagenetzen 119

Die Einfihrung der zusatzlichen Anschlusspunkte itmigén ausgeglichenen Koordinaten der freien
Netzlbésung bewahrt die durch die Beobachtungenlgegeinnere Netzgeometrie vor aulierem Zwang
und fuhrt so — analog zu entsprechenden Prifungemetrischer Nivellementnetze — zur Invarianz
dess, a posteriori — als globale genauigkeitsanzeigéhiddie des Beobachtungsraumes — gegenliber
Anderungen des Netzdesigns in der hier vorgenommérnie Dies gilt gleichermaRen fiir das auf die
konventionelle als auch fir das auf die Ausgleichmit dem strengen stochastischen Beobachtungs-
modell bezogene und etwas geringegea posteriori; im Gegensatz dazu und wiederum gnalo
geometrischen Nivellementnetzen wirkt sich jenesngfe Modell erwartungsgemalfd vergroRernd auf
die Parameterstochastik aus.

Aufgrund der nur ndherungsweise gegebenen Knotéagigenschaften der sukzessiv zu Anschluss-
punkten gewandelten Neupunkte mit nattrlichen Haaptachformen zwischen 0.2 mm und 0.5 mm
und infolge der geringen stochastischen Belastitatkeser Knotenpunkteigenschaften bei einer
Machtigkeit der nattrlichen Hauptschwachform vodigéch rund 18 % lie3 sich jedoch anhand der
damit einhergehenden Steigerung der Redundanzriba®imsgebung des betrachteten Lagenetzes

keine splrbar glnstigere Parameterstochastik erziel
6.5.5.2 Wirkung stochastisch optimierter Designfekgung

Kontrastierend zur sukzessiven Wandlung von Neugminit ndherungsweise Knotenpunkteigen-
schaften in (varianzfreie) Anschlusspunkte erfaliiee Datumsgebung fur dasselbe Lagenetz anhand
von Netzpunkten mit maximaler nattrlicher Hauptsablaform der freien Ausgleichung zwischen 1.1
mm und 1.7 mm aber unter sonst unveranderten Bedgan. Die eindeutige Datumsgebung erfolge
dabei tber die Netzpunkte 104 und 152.

Tab. (6.2b) Freie bzw. zunehmend redundante higsaioe Realnetzausgleichung dresinetzes

Rethebrickenit Non-Knotenpunkten und einer Effektbelastungctid-Fehler:

Anz. | Diskrete Referenz Effektbelastung Nrn.
FPs | Netzver- der
zerrung | Mittl. Lagepunktfehler | s, post.| Mittl. Lagepunktfehler | s, post.| zus.
820en(LACY) Mp, € Mp, €6 FPs
Min. Max. | Mittel Min. Max. | Mittel
[mm] | [mm] | [mm] | [mgon] | [mm] | [mm] | [mm] | [mgon]
[mm] [mm]
0 274.77 0.9 2.6 1.8 1.70 1.3 3.4 2.2 1.03] -
2 272.54 1.4 3.9 2.8 1.69 2.1 4.8 3.5 1.03] s.o.
3 259.35 2.2 3.9 2.8 1.68 2.3 4.7 3.5 1.03] 996
4 260.21 2.1 3.8 2.7 1.66 2.1 4.6 3.3 1.02] 153
5 256.73 1.9 3.7 2.65 1.65 2.1 4.5 3.3 1.01] 3061
6 256.52 1.9 3.7 2.6 1.64 2.0 4.4 3.3 1.01] 3062
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Die Stochastiken der Beobachtungen und der Parafodgen im Zuge der Einflhrung zusatzlicher
Anschlusspunkte ohne Knotenpunkteigenschaften iméMéchen denselben Gesetzmaligkeiten wie
im Kapitel 6.5.5.1 mit Knotenpunkteigenschaften Aleschlusspunkte.

Die Wirkung der stochastisch optimierten Desigriégsing mit Verwendung von Knoten- bzw. Netz-
punkten minimaler naturlicher HauptschwachformAsischlusspunkte gegenuber dem kontraren Fall
mit Anschlusspunkten maximaler natirlicher Hauptsathform fallt in diesem Realnetzbeispiel fur
die konventionelle Parameterstochastik bei eineximaen Groflenordnung von 8 % uneinheitlich

aus und verkleinert die effektbelastete Parameiehastik einheitlich um maximal 6 %.

Die diskrete Netzverzerrun®?,,., (I, ACy,) reagiert uneinheitlich und um maximal 8 % auf expen
Effekt.

6.5.5.3 Bewertung und Fazit

Der Effekt der stochastisch optimierten Designéegthg flhrt bei Verwendung von Knotenpunkten
mit nullwertigen natirlichen HauptschwachformenriivellitischenFreinetz Francop-Waltershafur
Verbesserung der konventionellen und der effektibetan Parameterstochastik um bis zu ca. 40 % im
Vergleich zum kontraren Fall mit stochastisch maimnguinstigen Anschlusspunkten. Die geringe
Auspragung dieses Effekts in einer Grol3enordnumgbis zu 8 % im Priflind-reinetz Rethebriicke
findet ihre Ursache in der nur ndherungsweise gagab Knotenpunkteigenschaft der verwendeten
Anschlusspunkte mit natirlichen Hauptschwachforn@m0.2 mm bis 0.5 mm gegeniber 1.1 mm bis

1.7 mm fir die Anschlusspunkte des kontraren Falls.

Tendenziell ist jedoch die nach der Theorie Gbsétliche Stitzpunkte AGER 1989) zu erwartende
gunstigere Schatzung zumindest der effektbelasteaeameterstochastik bei Verwendung von Quasi-

Knotenpunkten als Anschlusspunkte anhand diesespigtd nachweisbar.
6.5.6 Geometrische und stochastische Wirkung geomisthen Zwangs

Geometrischer Zwang zwischen den Beobachtungemdandgyegebenen Koordinaten hierarchischer

Anschlusspunkte wirkt verzerrend auf die Geometrnieé die Parameterstochastik von Lagenetzen.
6.5.6.1 Methodik

Am Beispiel ded-reinetzes Rethebriclesll der Einfluss dieses Zwanges auf die geonubieis und
stochastischen Ergebnisse der konventionellen wrdddrch beobachtungsbezogene stochastisch-
systematische Fehleranteide zusatzlich belasteten Ausgleichung mit Beachtuag Wirkung der
Randbedingung einer Verwendung von (Quasi-) Knaiekien der natirlichen Hauptschwachform

als Anschlusspunkte untersucht werden.

Im Sinne einer besseren geometrischen Transpaesthiinken sich die hierflr betrachteten hierar-

chischen Ausgleichungsanséatze stets auf zwei Ansshilinkte, deren Lagekoordinaten zum Aufbau
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der erforderlichen Netzspannung vektoriell um jésvBi mm zu ihren ausgeglichenen Positionen der
freien Netzausgleichung und damit gegentiber dér aics den Beobachtungen ergebenden inneren
Netzgeometrie und radial zueinander in VergroRReibngs Abstandes verandert seien. Es lasst sich
anhand eines Vergleichs der Ergebnisse dieser Metantsprechend der auf den Referenzdurchgang
bezogenen Reaktion der Parameterstochastik aufirdigttelbare Verzerrung der Koordinaten der
Anschlusspunkte aus Tab. (A.6.3.1b) mit der Reaktier Parameterstochastik auf die Modellierung
der Anschlusskoordinatendnderung als determinis8gstematische und auf die Anschlusspunkte
bezogenen Fehlerantelfer (vgl. Kapitel 2.2.3) aus Tab. (A.6.3.1a) zeigeasslsich beide Reaktionen
als stochastische Verzerrungseffekte unter somsitisthen Bedingungen unterscheiden. Ursachlich
dafir ist der Unterschied in der Methode zur Einfilly des netzverzerrenden Zwangs, welche Uber
die Anderung der Anschlusskoordinaten anhand edie¢srministischen und tber die Modellierung

derVx-Fehler anhand eines stochastischen Ansatzes utngese.

Die entsprechenden auf die effektbelastete Audgleig bezogenen geometrischen und stochastischen
Verzerrungseffekte infolge geometrischer Zwangsausg ergeben sich aus einem Vergleich mit den

effektbelasteten Situationen ohne Zwang.
Die zugehdrigen Betrachtungen sind in Anhang 6rgedsellt.
6.5.6.2 Bewertung und Fazit

In der konventionellen Ausgleichung erhéht sich fidierdie Parameterstochastik reprasentative durch-
schnittliche mittlere Lagepunktfehler um 56 % flma3i-Knotenpunkte als Anschlusspunkte und um
63 % fur Anschlusspunkte maximaler natirlicher Hacipwvachform (Non-Knotenpunkte). In beiden
Fallen ist die zugehdrige Schwachform naherungaameisgential zum Netzschwerpunkt ausgerichtet
und mit der Entfernung zum Schwerpunkt wachsen&éagenuhrzeigersinn orientiert. Jene Resultate
nehmen auf die Modellierung des geometrischen Ze/ahg) anschlusspunktseitife-Fehler Bezug.
Mit Einfiihrung dieses Zwangs als unmittelbare Anderder Anschlusskoordinaten ergibt sich eine
geringere Verschlechterung der konventionellenmatarstochastik um rund 21 % fir Quasi-Knoten-
punkte und um 3 % fiir Non-Knotenpunkte als Anscpuskte.

In der Ausgleichung mit dem strengen stochastisthedell erhdht sich der durchschnittliche mittlere
Lagepunktfehler um 13 % fir Quasi-KnotenpunkteAaischlusspunkte und um 3 % fur den Fall mit
Non-Knotenpunkten. Aussagen zur geometrischen Viemzgswirkung sind in beiden Féllen jedoch
nicht belastbar, da die mittlere einzelpunktbezegdauptschwachform ohne oder mit Einfluss geo-
metrischen Zwangs geman der Abbildungen (A.6.3(05.3.1c), (A.6.3.2b) und (A.6.3.2c) 0.3 mm

und die Méchtigkeit der zugehdrigen Hauptschwachf®® % der Netzverzerrung nicht Gberschreitet.

Die Einfuhrung geometrischen Zwangs als Spannurigchen Beobachtungen und Anschlusspunki-

koordinaten verursacht im durch polygonale und Bitwkturen gepragten hierarchischen Lagenetz
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Rethebrickgieometrische und stochastische VerzerrungseffBletkei erfolgt fur diesen Prifling die
Belastung der konventionellen Parameterstochastikdorchschnittlich 12 % etwas starker als im
Falle der mit stochastisch-systematischen Fehleitantbelasteten Parameterstochastik mit im Mittel
8 %. Die mit jenerd-Fehleranteilen vorbelastete Stochastik reagig@ echwécher auf geometrische
Zwange als sich auf zufallige Varianzanteile redwemde konventionelle Parameterstochastiken. Jene
Aussagen gelten fiir die Einfilhrung des Zwangs matsittelbare Anderung der Anschlusskoordinaten.
Knotenpunkteigenschaften der verwendeten Anschlumte im Sinne einer stochastisch optimierten
Designfestlegung des Priflings wirken sich auf@igessammenhange uneinheitlich und nur in gerin-

gem Malde aus.
6.5.7 Stochastische Wirkung einer Realnetzstichprab

Die Wirkung stochastisch-systematischer Fehlerlenteauf die Stochastik der Parameter und auf die
Netzverzerrung lasst sich mit einer Netzprognomh@tobenunabhéngig und so als Vergleichsbezug
fur stichprobengebundene Betrachtungen darstalnen hier gesuchter Einfluss auf diese ZielgréRen
Parameterstochastik und Netzverzerrung sich samieaem direkten Vergleich mit den Ergebnissen

der Netzprognose ergibt.

Nach den bisherigen Erkenntnissen Uber das Verhattehastisch-systematischer Fehleranteikt
deren Effekt insbesondere in geometrischen Nivellgmetzen fir freie Netzformen maximal, jedoch
in freien Lagenetzen ebenfalls deutlich ausgeprégs. diesem Grunde und wegen der Konsistenz zu
den Ergebnissen der vorangehenden Kapitel komme féaucen hier betrachteten Aspekt des Effekts

einer Stichprobe u.a. d&seinetz Rethebriickaum Zuge.

In Anlehnung an die gleichgerichtete Analyse im ot mit geometrischen Nivellementnetzen sind
entsprechend Kapitel 5.6.2 auRUBIKHORST (2012a) den A-posteriori-Beobachtungsgenauigkeiten
entsprechende A-priori-Beobachtungsgenauigkeiteauéiinren, um die stichprobenbezogene Wir-
kung nicht anhand von A-priori-Beobachtungsgenaeiigk zu belasten, die nicht die tatséchlichen
Verhéltnisse wiedergeben.

Fur diesen Zweck ist es zwar denkbar, gfaa priori entsprechend einer bestmdglichen Reptéasen
der tatsachlichen Stochastik des Beobachtungsraateesass, a posteriori (einer konventionellen
Ausgleichung ohne Modellierung systematischer Fgtde wéahlen, jedoch ist diese Methode nicht

zwingend zielfihrend, da die Konvergenz diegeBchatzung bisher nicht bewiesen isofd 1997).
6.5.7.1 Ergebnisse

Fir die Ausgleichung désreinetzes Rethebriickeigt sich, dass die globalen A-priori-Genauigkeit

s, = +1.52 mgon unds; = +1.77 mm den A-posteriori-Genauigkeiten entsprechen.

Als weiterer Prifling sei das Punktfeld des urspgtich als Nivellementnetz eingefiihrten Priflings

Schlickdeponie Hamburg-Francofwgl. Kap. 5.6.1 aus BUNKHORST (2012a)) betrachtet, dessen
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tachymetrische Beobachtung und konventionelle feisgleichung in S8HUSTER (2013) gezeigt und
dessen Netzdesign von einer Polygonschleife domiwied und so in dieser Eigenschaft zum Design
desFreinetzes Rethebrickentrastiert. Die stichprobenbezogene Wirkung s&i ébenfalls anhand
der Effektbelastung durcfrFehler betrachtet.

Tab. (6.3a) Ausgleichung d&seinetzes Rethebriickeit auf die A-posteriori- abgestimmten A-
priori-Beobachtungsgenauigkeiten ubwirehler-Effektbelastung als Netzprognose und atdrieez:

Anz. | Netzver- Referenz Effektbelastung Art
FPs | zerrung

Scn(ACw) | Mittl. Lagepunktfehler | s, post.| Mittl. Lagepunktfehler | s, post.

. bzw. Mp, & Mp, €6
§'stoen(LACW) M, Max. | Mittel Min. Max. | Mittel
[mm] | [mm] | [mm] | [mgon] | [mm] | [mm] | [mm] | [mgon]
[mm] [mm]
0 577.15 1.0 2.6 1.8 1.64 1.9 4.4 3.1 1.64| Prog.
0 223.81 1.0 2.6 1.8 1.65 1.3 3.0 2.0 1.09| Real

Tab. (6.3b) Ausgleichung des Lagenet3eklickdeponie Hamburg-Francapit auf die A-posteriori-
abgestimmten A-priori-Beobachtungsgenauigkeitendsfehler-Effektbelastung als Netzprognose

und als Realnetz:

Anz. | Netzver- Referenz Effektbelastung Art
FPs | zerrung

Sen(ACw) | Mittl. Lagepunktfehler | s, post.| Mittl. Lagepunktfehler | s, post.

,IzbZW' Mp, € Mp, €6
§stoen(LACW) M, Max. | Mittel Min. Max. | Mittel
[mm] | [mm] | [mm] | [mgon] | [mm] | [mm] | [mm] | [mgon]
[mm] [mm]
0 754.07 4.8 7.2 5.8 0.95 9.6 15.3( 12.% 0.95]| Prog.
0 190.03 4.8 7.3 5.9 0.96 55 8.8 6.9 0.55] Real

Es zeigt sich, dass die globalen A-priori-Genauditgkes, = +0.97 mgon unds; = +0.91 mm den
A-posteriori-Genauigkeiten entsprechen.

Als dritter Prifling sei das Lagene&tupferichder Baden-Wirttembergischen Landesvermessung
eingefiihrt, da es sich hierbei nicht um ein freiegenetz handelt und die stochastische Wirkung eine
Realnetzstichprobe anhand dieses Beispiels au@anfjeschlossene Netze gezeigt werden kann.
Dieses Lagenetz umfasst 27 Neupunkte, die GbeRI8@tungen, 51 Strecken und 21 GNSS-Basis-
linien an einen varianzfreien und 19 dynamischeeedkie angeschlossen sind.

Es zeigt sich, dass folgende globale A-priori-Gegieiten mit den A-posteriori-Genauigkeiten
kompatibel sinds, = +£2.18 mgon, s; = +4.70 mm, S;yss = £4.61 mm, sgp = +6.52 mm.

Dabei gelten die stochastischen Angabgfss fur die GNSS-Basislinien ungkp der dynamischen
Festpunkte jeweils pro Koordinatenrichtung.
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Tab. (6.3c) Ausgleichung des Lagenet3asgpferichmit auf die A-posteriori- abgestimmten A-priori-
Beobachtungsgenauigkeiten uswdrehler-Effektbelastung als Netzprognose und atdrieéz:

Anz. | Netzver- Referenz Effektbelastung Art
FPs | zerrung

Sten(ACw) | Mittl. Lagepunktfehler | s, post.| Mittl. Lagepunktfehler | s, post.

— bzw. Mp, & Mp, €6
FstoanLACL M, Max. | Mittel Min. Max. | Mittel
[mMm] | [mm] | [mm] | [mgon]| [mm] | [mm] | [mm] | [mgon]
[mm] [mm]

20 177.26 3.4 8.3 5.9 4.04 4.1 9.8 6.9 4.04] Prog.

20 73.18 3.4 8.2 5.% 4.03 3.5 8.2 5.8 3.38| Real

6.5.7.2 Bewertung und Fazit

Konform zu den theoretischen Uberlegungen gemafitédaf.6.2 aus BUNKHORST (2012a) zur

beeinflussenden Wirkung einer Realnetzstichproldeda Netzverzerrung und auf die Parameter-
stochastik genauigkeitsvorbetrachteter geodatisddetze tritt analog zu den entsprechenden
Reaktionen geometrischer Nivellementnetze auch @n Baéllender hier betrachteten (freien und
angeschlossenen) Lagenetze eine Herabsetzung tereNerrung — hier auf 38.8 % bis 41.3 % des

Wertes der stichprobenunabh&angigen NetzprognosedemBetrachtung der Realnetzstichprobe ein.

In demselben Zuge verringert sich der durchschutigl effektbelastete mittlere Lagepunktfehler als
reprasentative TestgroRRe der effektbelasteten Réeastochastik auf 66.2 % bis 83.8 % seiner Grol3e

aus der Netzprognose.

Die herabsetzenden Wirkungen der Realnetzstichprsioel fir die hier betrachteten Beispiele in den

freien Netzformen jeweils ausgepragter als im acigessenen Lagene®&tupferich
6.5.8 Induktionswirkungen im langwellig belasteterLandesnetzRheingrenze

Nach Abb. (A.6.1.1) aus Anhang 6.1 treten fur dianEformation des frei ausgeglichenen Lagenetzes
Rheingrenzeén den ITRF-Bezug Restklaffungen von bis zu 1 ndan 89 entlang des 40 km langen
Netzes verteilten ITRF-Stltzpunkten auf, obwohl mii¢tleren Lagepunktfehler der konventionellen,
also auf zuféllige Fehleranteile gestitzten freNgtzausgleichung lediglich 0.4 m erreichen. Diese
geometrischen Verzerrungseffekte bilden nach ABL5.1.1) eine langwellige Schwachform mit der
Netzlange als halbe Wellenlange aus und sind isedieVerhalten typisch fur die Wirkung nicht-
zufélliger Fehlertypen in frei ausgeglichenen laggjeckten Lagenetzen. Stochastisch gestitzte
Erklarungsanséatze fir insbesondere die quantitatwerkmale dieser Verzerrungen sollen daher mit
Hilfe dieses Beispielnetzes aufgestellt werdenched 2524 Richtungen, 2434 EDM-Strecken mit
Zulassung von Strecken in der Gegenrichtung und Ne&ipunkte umfasst. Der mittlere Redundanz-
anteil betragt 0.414.
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Aufgrund der aus Kapitel 6.5.7 bekannten herabed&e Wirkung von Realnetzstichproben auf die
Netzverzerrung und die Parameterstochastik gegerddme Ergebnis einer stichprobenunabhéangigen
Netzprognose seien die Betrachtungen dieses Ksyatel Erklarung der ausgepragten langwelligen

Schwachform im Sinne einer Maximalwertschatzund\atzprognose durchgefuhrt.

Aufgrund der hier vorliegenden freien Netzform koemaus dem Budget der nicht-zufélligen Fehler-
anteile nach Tab. (6.1) nur die jeweils beobachtbagogenen deterministisch-systematisdhemd
stochastisch-systematischen Fehlerantkiie Frage. Den Erkenntnissen Uber die hier im Siiner
Nichtlinearitatsverzerrung auftretenden quasi-sysatéschen Varianzanteile aus Kapitel 5.7.2 folgend
scheidet deren Wirkung als Erklarungsansatz aus.

Erklarungsansatze seien also hier tber das stetageastische Modell der Beobachtungen gefiihrt.

Fur eine differenziertere Betrachtung seien zurtachs die §-Fehler in Ansatz gebracht. Es ergibt
sich mit von AT = +2.0K und AP £+ 5.0 hPa fir die meteorologische Beschickung aller EDM-
Strecken sowie mit der Modellierung eines Zentekidrs vonZT = +2.0 mm fir alle Netzpunkte
eine Netzverzerrung von 13087.57 sowie ein durah#itbher mit dem Effekt dieser Fehleranteile
belasteter mittlerer Lagepunktfehler von 194 mmegéiper seinem Pendant aus der konventionellen
Ausgleichung von 168 mm; dies entspricht einer Zumavon 15.2 %. Die zugehdrige latente Haupt-

schwachform ist mit einer Machtigkeit von nur 2.60% Netzverzerrung nicht reprasentativ.

Der in Tab. (6.4a) angegebene maximale mittlereehagktfehler der konventionellen Ausgleichung
ist entsprechend des Spektrums aller mittleren phagiefehler desselben Ansatzes als Ausreif3er auf-
zufassen, da der zweitgrof3te Wert dieses SpektB@agl mm betragt. Vergleichbare GréRenverhalt-
nisse liegen fir die effektbelastete Ausgleichurig@imem zweitgroRten mittleren Lagepunktfehler

von 436.1 mm vor.

Tab. (6.4a) Freie Ausgleichung debeingrenzennetzesit 5-Fehler-Effektbelastung als

Netzprognose:
Anz. | Verallg. Referenz Effektbelastung Art
FPs | Netzver-
zerrung | Mittl. Lagepunktfehler | s, post.| Mittl. Lagepunktfehler | s, post.
8eocn (ACY) MP: & Mp, o)
Min. Max. | Mittel Min. Max. | Mittel
[mMm] | [mm] | [mm] | [mgon]| [mMm] | [mm] | [mm] [ [mgon]
[mm] [mm]
0] 13087.57] 71.9| 1995.9| 168.2 3.58| 86.2| 2041.9| 193.§ 3.58] Prog.

Im nachsten Schritt seien zusatzlich zu defRehlern auch di€’-Fehler zur Vervollstidndigung des
strengen stochastischen Modells der Beobachtumg@nsatz gebracht. Konkret handelt es sich dabei
um die beiden auf das verwendete EDM-Modul bezagdmmstanten Fehldr, = 1.0 mm fir die
Additionskonstante sowi¢ = 2.0 ppm fur die Grundfrequenz als EDM-Mal3stabsfaktorfeh@er
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durchschnittliche mittlere Lagepunktfehler wachgbige der Effektbelastung duréi und V-Fehler
um 14.2 %; die zugehorige latente Hauptschwachfsrmit einem Anteil von nur 2.6 % der Netzver-

zerrung nicht reprasentativ.

Tab. (6.4b) Freie Ausgleichung dekeingrenzennetzesit §- undV-Fehler-Effektbelastung als

Netzprognose:

Anz. | Verallg. Referenz Effektbelastung Art
FPs | Netzver-

zerrung | Mittl. Lagepunktfehler | s, post.| Mittl. Lagepunktfehler | s, post.
8eocn(ACy) Mp, & Mp, e6V
Min. Max. | Mittel Min. Max. | Mittel
[mMm] | [mm] | [mm] | [mgon]| [mm] | [mm] | [mm] [ [mgon]
[mm] [mm]
0| 13135.57] 71.9| 1995.9| 168.2 3.58] 90.6| 2038.7| 192.% 3.58] Prog.

Vergleichbar zu den Ergebnissen des Ansatzes ragicalie3lichd-Fehlern liegt auch hier fir den
maximalen effektbelasteten mittleren Lagepunktfiebla Ausreil3er vor; der zweitgroldte Wert jenes

Spektrums betragt lediglich 431.5 mm.

Mit der Hinzunahme der beiden deterministisch-systéschen Fehleranteilé in einer realistischen
GrolRenordnung beschrankt sich die VergroRerungetatigemeinerten quadratischen stochastischen
Netzverzerrungz, ., (ACy) auf lediglich 0.4 % und es bildet sich sogar eiicijang des mit den
Effekten de- undV-Fehler belasteten durchschnittlichen mittlerendmmktfehlers von 0.8 % aus.

Es wird deutlich, dass die Belastung des konveatien Fehlerbudgets mit den hier betrachteten sys-
tematischers- und VV-Fehleranteilen in ihren realistischen GréZenordeuanlediglich zu maximalen
mittleren Einzelpunktfehlern von knapp 0.44 m fulmd somit nicht ausreicht, um den vorliegenden
langwelligen geometrischen Verzerrungseffekt vas bim zu erklaren. Der fir alle Ausgleichungs-
ansatze fur die mittleren Einzelpunktfehler aufgietine Ausreier von rund 2 m ist dafir ebenfalls

nicht geeignet, da sich diese Stochastik jeweitsanfieinen einzigen Neupunkt beschrénkt.

Aufgrund der Betrachtung ausschlief3lich freier f@tnen scheiden falsche Anschlusskoordinaten im
Sinne grober bzw. deterministischer Fehler als thsales langwelligen Verzerrungseffekts ebenfalls
aus. Nach den Ergebnissen der Varianzkomponenti#ascly der freien konventionellen Realnetz-
ausgleichung mit einem Verhaltnis dgsa posteriori zuns, a priori von 0.89 fir die Richtungen und

0.96 fur die EDM-Strecken ist das verwendete Belbthagsmaterial zudem grobfehlerfrei.

Der hier aufgetretene langwellige geometrische &teungseffekt ist mit den deterministischen und
stochastischen Ausgleichungsanséatzen dieser Agbbir nicht erklarbar und stellt so weiterhin ein
geodatisches Forschungsgebiet dar. Die Art desb@gachteten geometrischen Verzerrungseffekts

als langwellige Schwachform lasst bisher nicht erite, zusatzliche Korrelationen der Beobachtungen
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als Ursache dafur vermuten. Es macht aus SichtAdésrs Sinn, weitere Forschungsarbeiten hier
anschlie3en zu lassen, um die genauen Ursachedigtiiangwelligen Schwachformen zahlreicher

Landesnetze erkennen zu lassen und deren stochastigerhalten somit noch besser zu verstehen.
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6.6 Ergebnistbersicht und Zwischenfazit
6.6.1 Ergebnisibersicht und Vergleich der betrachten Beispielnetze, Tab. (6.5)
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6.6.2 Zwischenfazit zu den Beispielnetzbetrachtunge

Die Wirkungen der nicht-zufélligen Fehleranteiledan sich trotz des in Kapitel 3.3 vorgenommenen
und hier angewendeten Quantifizierungsversuchsmumsichtiger Weise sinnvoll netziibergreifend
vergleichen. Die Grinde dafir bestehen einerseiten teilweise zu unterschiedlichen Ursachen der
Netzverzerrungen; so lasst sich beispielsweis®\iikung von Vernachlassigungen im stochastischen
Modell der stochastischen Anschlusspunkte eineanlyschen Ausgleichung (s. Kapitel 6.5.2) oder
geometrischer Zwang zwischen den Anschlusskoominahd den Beobachtungen (s. Kapitel 6.5.6)
nicht auf ein freies Netz anwenden, da hierin Ahsskoordinaten fehlen. Freie Netze sind jedoch
zur Analyse der Wirkung des Netzdesigns 0. undrtinGng (s. Kapitel 6.5.5) auf jeden Fall mit zu
betrachten. Ferner fihren jene unterschiedlichesat¢lren fir Netzverzerrungen erwartungsgeman auf
unterschiedliche Wirkungen und Verzerrungen, dé&eii3enordnung wiederum unmittelbar von der
GroRRenordnung der systematisch wirkenden FehldlaiieB. eine in Kapitel 6.5.1 gefundene falsche
Richtungssatzorientierung) abhangt. Diese Abhamgidésst fur die in Tab. (6.5) aufgefihrten Netz-
verzerrungen und Effektbelastungen auch dann ejaetissen Spielraum zu, wenn jene Fehleranteile
in realistischen GréRenordnungen gewahlt bzw. éethitverden. Hinsichtlich der GréZenordnungen

jener Effektbelastungen (und auch deren Ausrictdéapesteht also eine gewisse Willkir.

Grundsatzlich hangen alle Netzverzerrungen undkEfédastungen auch vom Netzdesign ab. Die hier
betrachteten Netzpriflinge weisen Uberwiegend sotéedliche Netzdesigns auf und tragen so mit
den verschiedenen hier eingefiihrten systematisdtemden Fehleranteilen zu einer recht komplexen
Ausgangssituation fiir die vorgenommenen Betraclemgpi. Aus diesem Grunde sind fur Vergleiche
von Netzverzerrungen und Effektbelastungen stegsddiiir existierenden Rahmenbedingungen wie
Netzdesign, Art und GroRenordnung des verzerremtfiakts zu beachten. Es ertffnen sich somit
aber auch die Moglichkeiten, verschiedene Verzgseafiekte fir dasselbe Netzdesign oder denselben

Verzerrungseffekt fir verschiedene Netzdesignegieh.

Fur die Untersuchung des Landesne®bsingrenzés. Kapitel 6.5.8) bezuglich der dort auftretenden
langwelligen Schwachformen wurden die in jenem kghtelevanten Ursachen fur Netzverzerrungen
zusammengestellt und in ihren GréRenordnungenstsah festgelegt. Die so resultierenden Effekt-
belastungen konnten streng ermittelt und anhanesegoantitativen und qualitativen Vergleiches mit
den tatsachlich existierenden Schwachformen alkiimkg fir deren Existenz analysiert werden. Es
zeigte sich jedoch, dass ebendiese Schwachforneera bisher bekannten Ursachenportfolio fur
Netzverzerrungen heraus nicht vollstandig erklaviamren und somit diesbeziglich noch Forschungs-
bedarf besteht.
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6.7 Optimierungskriterien zur Herabsetzung der Wirkung systematischer

Fehleranteile in Lagenetzen

Die folgenden Aspekte sind grundsatzlich fur dieotietische und praktische Geodéasie zu beachten,
bilden jedoch speziell fur die hier untersuchters&@umenhéange die Optimierungskriterien fir die

Herabsetzung der Wirkung nicht-zufalliger Fehleedatin Lagenetzen:

» Ein als Realnetz vorliegender und an ein gegebbaasm anzuschlieRender Lagenetzprifling ist
zunéachst einer freien Ausgleichung als Teilspurmieiung mit Verwendung der varianzfreien
oder dynamischen Anschlusspunkte als DatumspumideEinfiihrung deren Lagekoordinaten als
Naherungswerte zu unterziehen, um simultan dieliéetzachtungen und jene Anschlusspunki-
koordinaten auf grobe Fehler zu prifen, die sichGifferenzen zwischen den ausgeglichenen
und den als N&herung eingefiihrten Koordinaten asichAluss- bzw. Datumspunkte zeigen.

* Ein als Realnetz vorliegender Lagenetzpriifling obra¢umsfestlegung ist zunachst einer freien
Ausgleichung als Gesamtspurminimierung zu unteezieclim die Netzbeobachtungen auf grobe
Fehler zu prifen, welche sich in der Varianzkompoeeschatzung bzw. dem Chi-Quadrat-Test
als Homogenitatstest in der Grol3e der beobachtyplgstogenen bzw. des globakgna posteri-
ori im Verhaltnis zum jeweiliger, a priori zeigen.

»  Prifung der verwendeten EDM-Komponente durch Kigiing und ggf. Justierung zum Erhalt
der Mal3stabsstabilitdt und zur Vermeidung detestisuh-systematischer Fehleranteile, die aus
einem falschen Malfistab der Streckenmessung od@irarsfalschen Additionskonstante fur die
Kombination aus EDM-Komponente und Reflektor restdin.

» Die fehlende Bericksichtigung eines mdglicherweisdandenen (vollstdndigen) stochastischen

Modells der dynamischen Anschlusspunkte vergingtigtr die Parameterstochastik, ist jedoch

unzulassig, wenn eine Stochastizitat dieser Anssplunkte zu unterstellen und wenigstens néhe
rungsweise bekannt ist.

» Verringerung der allgemeinen Auspragung von Kotiamainnerhalb der Gruppe der Strecken-
beobachtungen:
Eine moglichst exakte und reprasentative Erhebusrgzdr EDM-Beschickung erforderlichen
meteorologischen Daten verringert nach BeziehungOj6die GréRe der Kovarianz von zwei
aufgrund ihrer Zugehorigkeit zu derselben EDM-Kompate und derselben meteorologischen
Beschickungsgruppe korrelierten Streckenbeobacktung

e Die Durchfihrung der EDM-Streckenbeobachtungenmidiglichst verschiedenen Geréaten unter
verschiedenen meteorologischen Bedingungen und dalcd mit verschiedenen und unabhangig
voneinander erhobenen Beschickungen verringert Baziehung (6.10) fur die Kovarianz eines
Streckenpaares mit maximaler Korrelation die Anzahér korrelierten Streckenpaare und damit
die Anzahl von Elementen aul3erhalb der Hauptdidgana der Kovarianzmatrix des strengen

stochastischen Modells der Beobachtungen.
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Prifung der verwendeten optischen Lote durch Kialibng und ggf. Justierung zur Verringerung
der stets vorhandenen Zentrierfehler fir Tachymater GNSS-Rover bzw. -Basis und damit zur
Herabsetzung der Korrelation samtlicher Beobaclgaong Lagenetzen nach Kapitel 6.3.3.2 bzw.
Kapitel 6.3.3.3. Aus demselben Zusammenhang hexagilst sich infolge verringerter Zentrier-
fehler auch die Herabsetzung der nur auf die Haagdthalenelemente wirkenden stochastisch-
systematischen Fehleranteile in der Kovarianzmalgg strengen stochastischen Modells der
Beobachtungen.

Erhéhung der Gesamtredundanz des Lagenetzes dinfithifing zusétzlicher Stiitzpunkte als
Anschlusspunkte.

Beachtung der Knotenpunkteigenschaft dieser Anssplunkte, bezogen auf die naturliche
Hauptschwachform des frei ausgeglichenen Netzes.

Vermeidung geometrischen Zwangs zwischen den Neumgen und den Festpunkten durch

zuverlassige und genaue Messungen und kontrolkersehlusskoordinaten.
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6.8 Konzept zur Analyse der Verzerrung von Lagenetn infolge zufalliger und

systematischer Modellfehler

Die Durchfuhrung der folgenden Ausgleichungsans&aé grundsétzlich im Netzplanungsmodus

erfolgen, um stichprobenunabhangige Ergebnisserkalten, die somit nicht durch eine diskrete

Realnetzsituation belastet sind (vgl. Kap. 6.5.7).

1.

Unabhangig etwaig vorliegender Datumsfestlegungarcititihrung einer freien Ausgleichung
des gegebenen Lagenetzes zur Ermittlung der Oreogémalen geodatischen Datums als
Knotenpunkte der natirlichen Hauptschwachform ge8&®/P der konventionellen Kovarianz-
matrix der Parameter. Angabe des prozentualen l&migser Punkte an allen Neupunkten.
Prifung der natirlichen Hauptschwachform auf Domimadiese liegt fur eine Machtigkeit des
zugehorigen Eigenwertes jener HauptschwachformiNmar 50 % der Eigenwertsumme oder fur
den Fall vor, dass dieser Eigenwert ein Vielfaathes zweitgroR3ten Eigenwertes betragt, geht mit
einem steilen Eigenwertspektrum des SEWP sowieemé&m dominanten, stochastisch auf die
Neupunkte wirksamen Moment einher, wie es beisgislev/fir einen ausgeglichenen, beidseitig
angeschlossenen Polygonzug mit maximalen Einzetfehikrn im Bereich der Zugmitte typisch
ist. Mdgliche Ursachen dafir sind:

- Korrelationen im Beobachtungsmaterial

- Langwellig wirkende und netzbeherrschende Feinftilsse

- Netzdesign

Infolgedessen treten haufig Korrelationen zwisctden Netzpunkten auf, welche dariber hinaus
dann im Allgemeinen erheblich unterschiedlich karti@nell stochastisch belastet sind.
Ermittlung des maximalen Einflusses deterministisghd stochastisch-systematischer Fehler-
anteile auf die Stochastik der Neupunkte ebeni@lifeien Lagenetz, da sich deren Wirkung mit
der Einfuhrung von Anschlusspunkten prinzipiell iegert. Dazu Nullsetzung der zufalligen
beobachtungsbezogenen A-priori-Varianzanteile zanitlung der gréRtmdglichen Wirkung der
systematischen Fehleranteile auf die Neupunktsstiéhals effektbelastete mittlere Punktfehler
des freien Netzes (in diesem Sonderfall mit nultigen zufalligen Anteilen nach der im Kapitel
6.4.1 erklarten Methode zur Quantifizierung detaymtischen Anteile). Zur Kategorisierung der
Wirkung systematischer Anteile ist hier auch eirrgégich mit den mittleren Punktfehlern des
konventionellen (also auf die zufélligen Fehlerdatén ihrer realistischen GroRRenordnung
bezogenen) Ausgleichungsansatzes sinnvoll.

Gerzielte, auf die Gesamtheit der zufélligen, bebhawsbezogenen A-priori-Varianzanteile
maRstablich wirkende Anderung ihrer GréRenordnunigaad des in Kapitel 6.4.1 gezeigten
Faktors zur Herbeifiilhrung des Aquivalenzfalls desads resultierenden durchschnittlichen
mittleren Punktfehlers mit seinem auf die Wirkungr gystematischen Anteile beschrankten

Pendant.
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Jene im Parameterraum abgeglichene Situation iddéobachtungsraum anhand einer Gruppe
mittlerer Genauigkeiten aller beteiligten Beobaalystypen(s,, s;, sgnss) beschreibbar, deren
innere Struktur aufgrund der einheitlichen maRatibh Skalierung der urspriinglichen A-priori-
Genauigkeiten der inneren Struktur deren Typenmitatspricht.
Prifung der latenten Hauptschwachform auf Dominhiegyt diese wie im Sinne der natirlichen
Hauptschwachform vor, unterscheiden sich die Bugdger durch zuféllige und systematische
Anteile indizierten Neupunktstochastiken in ihneneéren Struktur erheblich und lassen sich nicht
mal3stablich aufeinander abbilden.
Ermittlung der
- Netzverzerrung
- maximalen latenten Einzelpunktschwachform
- maximalen effektbelasteten Einzelpunktfehler
- durchschnittlichen Effektbelastung der konvengiten Stochastik einer Neupunktkoordinate

+ aufgrund der Netzverzerrung (Belastung in zwed eindimensionaler Form)

+ ausschlieRlich aufgrund der Varianzen, alstedBeriicksichtigung der Kovarianzen
(Belastung in zwei- und eindimensionaler Fomd bezogen auf den mittleren Punktfehler)
jeweils mit und ohne die zusatzliche Modellierureg 8eobachtungsbezogenen deterministisch-
systematischen Anteile zur Prifung der Dominanz laesbachtungsbezogenen stochastisch-
systematischen Fehleranteile innerhalb der Grugwegdometrisch induzierten systematischen
Fehleranteile im Datum des gegebenen Lagenetzegiunealistische GrolRenordnungen aller

betrachteten Fehleranteile.
Tab. (6.6) Verfahren und TestgroRen zur gemeinfadtedn Prifung der deterministisch)(und

stochastisch-&) systematischen Fehleranteile:

Fehleranteild” + § relativ zu

Art der Prifun Fehleranteild’ + § absolut : .
g * den zufalligen Anteilem
s 5 Gemal * Netzverzerrung
Quantitative Prufung |« s, } Aquivalenz-| « Eigenwerte des AEWP und
*  Scnss fall mit € deren Verteilung

Qualitative Prifung | derV + §-Kovarianzmatrix Latente Hauptschwachform

Nattrliche Hauptschwachforn

gemal des SEWP

Die qualitative Prifung der absoluten Fehlerantgike § anhand des SEWP ist zwar theoretisch in

dieser Form moglich, jedoch veraltet und daher kweiligerweise durch die aussagekraftigere und

umfassendere qualitative Prufung dieser Anteilatirelzu den zufélligen Fehleranteilamhand des

AEWP zu ersetzen.
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6.9 Zusammenfassung Uber die zufalligen und systemschen Fehleranteile in

Lagenetzen

In der geodatischen Auswertepraxis spielten dig die zufélligen Varianzanteile hinaus gehenden
aber tatsachlich vorhandenen Fehleranteile firstlashastische Modell der Beobachtungen bisher
kaum eine Rolle. Folglich wurden die Genauigkeitien Parameter — speziell der Netzkoordinaten —
stets zu gunstig geschéatzt. In Lagenetzen hangedich hierbei sowohl um deterministisch- als auch
um stochastisch-systematische Fehleranteile, dewilkgend durch geometrische Effekte gespeist
sind. Hieraus resultieren auch Korrelationen zwescben Messungen des jeweiligen Beobachtungs-

typs sowie zwischen verschiedenen Beobachtungstgiebisher ebenfalls vernachlassigt wurden.

Quasi-systematische Fehleranteile, die geometrisiclte stochastische Nichtlinearitatsverzerrungen
aus dem Taylorreihenabbruch nach dem 1. Gliedelemstund als Effekte ab 2. Ordnung bezeichnet

werden konnen, spielen aufgrund ihrer geringen @rofinung fir geodatische Belange keine Rolle.

Die Modellierung der auf systematische Fehleramtb#zogenen Vernachlassigungen im stochasti-
schen Modell der Beobachtungen nach Kapitel 6aubtldie Schatzung der wahren Kovarianzmatrix
der Parameter und damit auch des auf diese syssehet Anteile zuriickgehenden Kovarianzmatrix-
zuschlags, der anhand des allgemeinen Eigenwelgpnsb(AEWP) als Vergleichskovarianzmatrix
mit der konventionellen Kovarianzmatrix der Paraanetls Referenzkovarianzmatrix spektral zerlegt
und somit analysiert werden kann. Die daraus liesetide latente Hauptschwachform stellt eine Test-
grofRe zur qualitativen Bewertung der systematisdéradrieranteile relativ zu den zufalligen Anteilen
und die resultierende Netzverzerrung eine quavitafestgroRe dafur dar. Der zur latenten Haupt-
schwachform gehorige Verzerrungstrager ist nichingend anhand eines geometrischen Standard-
formelements approximierbar RIXLER 1993) sondern richtet sich entsprechend der koekre/ir-

kung der nicht-zufalligen Fehleranteile aus.

Das Konzept nach Kapitel 6.8 analysiert die Wirkdeg systematischen Fehleranteile quantitativ und
gualitativ. Da die Wirkung systematischer Fehlezdatin freien (Lage-) Netzen grundsatzlich maxi-
mal ist, sollten im Interesse einer Maximalschéggdieser Anteile die konzeptionell analysierten
Priflinge als freie Ausgleichung konzipiert werd&abei sollte fir jene Maximalschatzungen der
Netzplanungsmodus gewahlt und somit von der Veitamg realer Netzdaten abgesehen werden, um

die Ergebnisse nicht durch den Stichprobencharaktes Realnetzes zu belasten.

Die sich aus den systematischen Fehleranteilerbengien latenten Schwachformen wirken auf die
Geometrie und die Stochastik des Netzes in gleitteise verzerrend; so sind Neupunkte maximal

ungunstiger Stochastik auch potenziell mit maximaeometrischen Verzerrungseffekten belastet.

Insbesondere bei Polygonziigen bzw. Polygonzug$ehlast haufig die Machtigkeit der latenten

Hauptschwachform mit Gber 50 % der Netzverzerrumgidant und reprasentiert so die gesamte, mit
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dem Effekt der systematischen Fehleranteile batastéochastik der Neupunkte ausreichend nach
Betrag und Richtung. In solchen Féllen, die daribeaus an einem steilen Verlauf des Spektrums
der Eigenwerte des AEWP erkennbar sind, untersehsidh die anhand zufélliger von der anhand
systematischer Anteile induzierte Neupunktstochkastiihrer inneren Struktur klar, so dass sich die
zugehorigen Kovarianzmatrizen der Parameter ni@fdstéiblich aufeinander abbilden lassen.

Als Ursache dafir kommt neben langwellig wirkendemd netzbeherrschenden Fehlereinfliissen
sowie Korrelationen im Beobachtungsmaterial nock Watzdesign in Betracht. Es treten dabei oft
Korrelationen zwischen den Netzpunkten auf, didilblar hinaus dann eine deutlich unterschiedliche

stochastische Belastung aufweisen.

Die zur Herabsetzung der Wirkung der nicht-zuféifig-ehleranteile in Lagenetzen aufgestellten Opti-
mierungskriterien gehdren zu den Grundséatzen @erd¢tischen und praktischen Geodasie und dienen
vor allem der Verringerung der durch diese Fehkeibminduzierten Korrelationen im Beobachtungs-

raum.

Unter Beachtung des Netzdesigns 0. Ordnung lasBtdie Wirkung systematischer Anteile durch
EinfUhrung zusatzlicher Stitzpunkte als Anschluskpmireduzieren; diese Reduktion verstarkt sich,
falls fur die Anschlusspunkte die mdglichen Knotemigte der nattrlichen Hauptschwachform des frei
ausgeglichenen Lagenetzes gewahlt werden. Daligt &elastbarkeit und stochastische Sicherheit

der Knotenpunkteigenschaft mit der Machtigkeit a&tirlichen Hauptschwachform.

Mdgliche Netzspannungen zwischen den Beobachtungdrden Anschlusspunktkoordinaten fiihren
Zu einer geometrischen und stochastischen Netavermgsowohl fur die konventionelle als auch fr
die mit stochastisch-systematischen Fehlerantbiédastete Situation; Knotenpunkteigenschaften der
Anschlusspunkte verhalten sich zu diesen durchdgatmungen ausgeldsten Verzerrungseffekten der
konventionell oder anhand des strengen stochastisthodells der Beobachtungen ausgeglichenen

Lagenetze weitgehend neutral.

In den untersuchten Beispielen trat innerhalb deip@e der geometrisch induzierten systematischen
Fehleranteile stets eine Dominanz der Wirkung belofomgsbezogener stochastisch-systematischer
gegenuber der Wirkung beobachtungsbezogener deististh-systematischer Fehleranteile auf, rea-
listische GroflRenordnungen aller betrachteten Falelle vorausgesetzt. Im Falle einer begrenzten
Anzahl aber signifikanten GrolRenordnung determsuktsystematischer Fehleranteile in einem Netz

wird deren geometrische und stochastische Wirkwhgli@ Netzpunkte unmittelbar erkennbar.

Die hier vorgenommenen Untersuchungen zu den \iedshen Induktionswirkungen im langwellig
belasteten Landesne®heingrenzavaren zur vollstandigen Erklarung dessen Schwactdn leider
nicht geeignet; hier besteht daher noch Forschwugsb beziiglich weiterer beobachtungsbezogener

nicht-zufalliger und systematisch wirkender Fehiézde.
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7 Zusammenfassung und Fazit

In geodéatischen Ortungsaufgaben und Netzl6sundelyiedie Bestimmung der gesuchten Parameter
— wie der besonders interessierenden Netzkoordiratrwartungstreu, falls ausschlief3lich zufallige
beobachtungsbezogene Varianzanteile und ein fedilesfModell zur Abbildung der Beobachtungen
auf diese Parameter vorliegen. Das Auftreten ridféliger Fehleranteile in den Netzbeobachtungen
oder den festen Anschlusskoordinaten flihrt eberisoeim nicht fehlerfreies Abbildungsmodell zu
einer nicht mehr erwartungstreuen Schatzung mitng&dschen und stochastischen Netzverzerrungen

wie einer gegeniiber dem unverzerrten Fall unglgrgtigParameterstochastik.

Als Ursache jener Verzerrungseffekte kommen im getdsthen Nivellement neben deterministisch-
systematischen Fehlern der verwendeten Anschlukpilren sowie méoglichen Vernachlassigungen
in deren stochastischen Modell, wie der Durchfiipreimer hierarchischen anstelle einer dynamischen
Ausgleichung, noch die beobachtungsbezogenen, mbfyéber die Veranderlichkeit des vertikalen
Temperaturgradienten physikalisch induzierten sisttbch-systematischen Fehleranteile nachAz
(1981) bzw. deterministisch-systematischen Fehteri@n nach AGER (1990) in Betracht, durch die
daruber hinaus auch Korrelationen zwischen demNatgbeobachtungen eingefiihrten geometrischen
Standpunkthéhenunterschieden und somit Kovariae#anterursacht werden.

In geodéatischen Lagenetzen kdnnen uber vergleiehbamachlassigungen im stochastischen Modell
der Anschlusspunkte hinaus Fehler im Abbildungsritalie Beobachtungen auf die Parameter sowie
beobachtungsbezogene, hauptsachlich geometrisahiénte stochastisch-systematische Fehleranteile
(z.B. Zentrierfehler) und deterministisch-systeseie Fehleranteile (z.B. falsche Additionskonsjante
fur jene Verzerrungseffekte ursachlich sein. Baiggtematischen Fehlertypen verursachen neben den
zusatzlichen Varianzanteilen auch in Lagenetzemgend Kovarianzanteile im stochastischen Modell

der Beobachtungen.

Dabei wirken in Lagenetzen stets Fehler jenes Alnbijsmodells aufgrund dessen Nichtlinearitat und

der damit erforderlichen Linearisierung als geormetre und stochastische Nichtlinearitatsverzerrung:

Geodatische Ortungsaufgaben oder Parameterschéatzumig nichtlinearen Parametrisierungen der
Beobachtungen induzieren linearisierungsbedingtesyatisch und stochastisch wirkende Anteile
hoherer Ordnung fiir den hier ausschliel3lich betedeh nicht Gberbestimmten Fall. In der Geodasie
resultieren diese Anteile aus dem Abbruch der Tagilbenentwicklung der Abbildungsfunktionen

nach dem ersten Reihenglied und belasten die geisolet Losung in Form eines Parameterbias
hoherer Ordnung und die Parameterstochastik alshtume Zuschlagsmatrix der konventionellen,
also auf die 1. Ordnung beschrankten Kovarianzmater Parameter. Als grof3ter Anteil hoherer
Ordnung sei hier der Parameterbias 2. Ordnung imdwhehoérige Zuschlagsmatrix fur skalare und
vektorwertige Beobachtungen und Funktionen aufiested mit den einschlagigen bisherigen

Entwicklungen nach BUNISSEN (1989) und ®AFAREND & SCHAFFRIN (1993) verglichen. Dabei
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konnten einige Darstellungen der geometrischen stodhastischen Nichtlinearitatsverzerrung der
Quelle QRAFAREND & SCHAFFRIN (1993) falsifiziert werden.

Beide Nichtlinearitatsverzerrungen sind mit den rlog-Genauigkeiten der Netzbeobachtungen und
mit der Grol3e des Netzes positiv korreliert, befcken sich jedoch auf den Sub-Millimeterbereich
fur 20 im Abstand von jeweils 1000 m aufeinandgéolde Neupunkte im einseitig angeschlossenen
Polygonzug und sind so aufgrund ihrer geringen @modnung fir geodatische Belange nicht von
Bedeutung. Dies gilt ausweislich einer hier gezxiginodellierten Restgliedschatzung auch fur die
Summe der Anteile aller hoheren Ordnungen. In jeBeispiel wirken die Anteile beider Ordnungen
orthogonal zueinander. Fir die Belange ingeniewavischaftlich-technischer Anwendungen wie der
Nanotechnologie kdnnen nachekID & V AJA (2007) aber die Nichtlinearitatsverzerrungen demie
héherer Ordnung bis zu 0.5 % der zugehorigen kaivegllen GroRen betragen und so die Relevanz-
grenze Uberschreiten. Aufgrund ihrer linearisiesliglingten Induktion lassen sich Anteile héherer

Ordnung auch alguasi-systematisdbezeichnen.

Sowohl fur Nivellement- als auch fir Lagenetzelstetlie beobachtungsbezogenen stochastisch- und
die beobachtungsbezogenen deterministisch-systrhati Fehleranteile formal Vernachlassigungen
im stochastischen Modell der Beobachtungen darsidie aber nicht auf zusatzliche Varianzanteile

beschrénken sondern dartber hinaus Kovarianzerhensden Netzbeobachtungen implizieren.

Fur Nivellementnetze wurden im Rahmen dieser Arbesitmals Schatzungen fur Parameter und deren
Stochastik mit Anwendung des kumulativ naetwiaz (1981) und nachABER (1990) aufzusetzenden

strengen stochastischen Modells der Beobachtungehgefihrt. Fir Lagenetze wurde hier tiber jene
erstmaligen Schatzungen hinaus vorbereitend dasgeirstochastische Modell der Beobachtungen auf

Basis der beobachtungsbezogenen nicht-zuféllighlefamnteile erstmalig aufgestellt.

Die verschiedenen, meistens beobachtungsbezogterrufalligen Fehleranteile lassen sich in den
Parameterraum abbilden und stellen dort auf dieajgen Zielgrolien wirkende Stérparameter als ein
parameterbezogener Bias (Parameterbias) dar, devemastische Verzerrungswirkung sich im Falle
deterministisch-systematischer Fehleranteile uetbér aus deren quadratischer Form als dyadisches
Produkt und fiir stochastisch-systematische Feltiataraus der Abbildung des zugehdrigen beobach-
tungsbezogenen Kovarianzmatrixzuschlags in demftdearaum jeweils als Zuschlagsmatrix fir die
konventionelle, sich nur aus zufalligen Varianzéete speisende Kovarianzmatrix der Parameter

ergibt.

Die Anwendung des allgemeinen EigenwertproblemsWiREE auf jene parameterbezogene Zuschlags-
matrix als Vergleichskovarianzmatrix und mit denkentionellen Kovarianzmatrix der Parameter als
Referenzkovarianzmatrix im Rahmen des spektraleslysekonzepts erlaubt die spektrale Zerlegung

der Zuschlagsmatrix unter Bezugnahme auf die Ref&mvarianzmatrix, erzeugt neben den AEWP-
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Eigenwerten auch die zugehdrigen Eigenvektorenvunde hier fir geodatische Kovarianzmatrizen

in dieser Form erstmalig angewandt.

Dabei lasst eine ausgepragte Steilheit des Spe&tdennach fallender Grof3e sortierten Eigenwerte
aus dem AEWP auf Unterschiede zwischen den inn8terkturen der konventionellen und der sich
ausschlie3lich infolge nicht-zufélliger Fehleral@eirgebenden Parameterstochastik schliel3en.

Die Summe aller Eigenwerte aus dem AEWP bildetstieehastische quadratische Netzverzerrung
nach BMARDA (1973), BHRSTNER(1979) und AGER et al. (2005und stellt die zentrale TestgroRRe flr
die Quantifizierung des Verzerrungseffekts dar. Bimensionslose Netzverzerrung ist neben der
Starke des Effekts noch mit der Anzahl der Beohagieén und Parameter also der Netzgrol3e positiv
korreliert und ist so fir Vergleichszwecke versdeieer Verzerrungseffekte in der hier entwickelten,
auf den einzelnen Parameter bzw. die einzelne Neloordinate bezogenen Form aussagefahiger.
Im Gegensatz zum Bezug der Netzverzerrung aufallst&indige konventionelle und die vollstandige
aus nicht-zufalligen Fehleranteilen induzierte Nekistochastik erfolgt hier begleitend zusatzligh d
Einfuhrung einer globalen GréfR3e fir die Quantifiziey der relativen stochastischen Effektbelastung
einer Neupunktkoordinate ausschlief3lich auf deridBdsr konventionellen und der auf die Wirkung

nicht-zufalliger Fehleranteile beschrankten Vareamder Neupunkte.

Die sich aus der transponierten Inversen der algimModalmatrix des AEWP ergebenden und auf
diese Weise umgeformten Eigenvektoren bilden mit zieggehorigen Eigenwerten die sog. latenten
Schwachformen als qualitatives (Netz-) Verzerrurgggmal, welche die Tragerfunktionen fir die

Verzerrung der Geometrie des Netzes darstellenimnBalle des geometrischen Nivellements dem
topografischen Gelandeprofil folgen. In Lagenetlamsen sich die geometrischen Verzerrungseffekte
weder in einer vergleichbar kompakten Form nochgalsmetrische Standardformelemente angeben.
Vielmehr richten sich die Verzerrungstrager entsipead der konkreten Wirkung der nicht-zufalligen

Fehleranteile individualisiert aus.

Die zum grof3ten Eigenwert gehdrige Schwachformasgmtiert als latente Hauptschwachform den
geometrischen Netzverzerrungseffekt ausreicherid, der zugehorige Eigenwert mit einem Anteil
von Uber 50 % an der Summe aller Eigenwerte dievdeterrung dominiert oder die mit dem Anteil
des Eigenwertes einhergehende Méachtigkeit der idabpfchform ein Vielfaches der Machtigkeit
der nachst niedrigeren (latenten) Schwachform getra

Die sich aus den systematischen Fehleranteilerbengien latenten Schwachformen wirken auf die
Geometrie und die Stochastik des Netzes in gleitteise verzerrend; so sind Neupunkte maximal

ungunstiger Stochastik auch potenziell mit maximaeometrischen Verzerrungseffekten belastet.

Zur qualitativen und quantitativen Analyse der getiachen und stochastischen Verzerrungswirkung
nicht-zufalliger Fehleranteile in Nivellement- uhdgenetzen lie3 sich mit Anwendung der spektralen

Zerlegung einer Vergleichs- in Bezug auf eine Rafekovarianzmatrix das folgende Konzept finden.



7 Zusammenfassung und Fazit 140

Da die Wirkung systematischer Fehleranteile inefieNetzen grundsatzlich maximal ist, sollten im
Interesse einer Maximalschatzung dieser nicht-ig&id Fehleranteile die konzeptionell analysierten

Pruflinge als freie Ausgleichung konzipiert werdsofern dies maglich ist:

* Anwendung des Netzplanungsmodus zur Erzielung mitienunabhdngiger und so nicht
durch eine diskrete Realnetzsituation belastetgeliiisse.

* Freie Ausgleichung des Netzpriflings zur Ermittluthey Orte des optimalen geodatischen
Datums als Knotenpunkte der natirlichen Hauptschfeam gemanR der Anwendung des
speziellen EWP auf die konventionelle Kovarianziwater Parameter.

* Prufung der natirlichen Hauptschwachform im zuvétégten Sinne auf Dominanz.

* Ermittlung des durchschnittlichen konventionelleittleren Hohen- bzw. Punktfehlers mit
den zufélligen beobachtungsbezogenen A-priori-Ya@ateilen in ihrer realistischen GroRe.

» Ermittlung des durchschnittlichen, ausschlief3licih diem Effekt der systematischen Fehler-
anteile belasteten mittleren H6hen- bzw. Punktfshheit ausschliel3lich nicht-zufalligen, also
systematischen Fehleranteilen im stochastischereMddr Beobachtungen (Nullsetzung der
zufalligen beobachtungsbezogenen A-priori-Variateiss).

« Gezielte, auf die Gesamtheit der zufalligen, bebhamsbezogenen A-priori-Varianzanteile
maRstablich wirkende Anderung ihrer GréRenordnungHerbeifiihrung des Aquivalenzfalls
des daraus resultierenden durchschnittlichen kdroregilen mittleren Héhen- bzw. Punkt-
fehlers mit seinem auf die Wirkung der systematiscAnteile beschrankten Pendant, um die
stochastische Wirkung der nicht-zufalligen Fehlezée auf die Parameter Gber die zufalligen
beobachtungsbezogenen Varianzanteile und so nfié Hér konventionellen Beobachtungs-
stochastik geeignet darzustellen.

» Jene im Parameterraum abgeglichene Situation isBéwbachtungsraum fir Nivellement-
netzeanhand der mittleren Beobachtungsgenauigkgitdes mittleren Kilometerfehlees .,
und des mittleren Kilometerfehlers pro 1 Gon Neigyug(m/gon beschreibbar.

Fur Lagenetze lasst sich eine Gruppe mittlerer Gigkaiten aller beteiligten Beobachtungs-
typen(s,, S, Sgnss) Zur Beschreibung des Aquivalenzfalls finden ungedren.

Es handelt sich somit fir beide Netzarten um gllbalantitative TestgréRen fur die Wirkung
der systematischen Fehleranteile auf die Pararattdyisher nur fir zuféllige Varianzanteile
gebrauchliche und beobachtungsbezogene genauakegigende Grollen.

* Priufung der latenten Hauptschwachform im zuvor gaten Sinne auf Dominanz.

* Ermittlung von Netzverzerrung, maximaler latenténz€lpunktschwachform und gréf3tem
effektbelasteten Einzelh6hen- bzw. Punktfehler ieiuin des gegebenen Nivellement- bzw.
Lagenetzes, jeweils mit und ohne die zusatzlicheldflirung der beobachtungsbezogenen
deterministisch-systematischen Anteile und furisiathe Gré3enordnungen aller beteiligten

Varianz- und Fehleranteile.
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Eine konzeptionelle Analyse von Nivellement- undgéaetzen jeweils unterschiedlichen Designs
fuhrt Gber die daraus gewonnenen Erkenntnisse bekigder Wirkung nicht-zufélliger Fehleranteile
auf Optimierungskriterien fir deren Herabsetzungtgfund der sich fur beide Netzarten jedoch sehr
deutlich unterscheidenden Wirkungsweisen jener dfahteile gelten einige Optimierungskriterien
netzspezifisch. So lasst sich die Wirkung nich@#liger Fehleranteile in Nivellementnetzen primar
Uber eine Verkleinerung der Lattenabstande, eineingerung der Gefalle in den Standpunkthéhen-
unterschieden, eine Vergrol3erung des absolutelickzeit Abstandes der Messungen sowie die Ein-
haltung bestimmter tageszyklischer Zeitabstandeziecen. Fur Lagenetze lassen sich hingegen die
Kalibrierung und ggf. Justierung der verwendeterVERomponenten und der verwendeten optischen
Lote sowie wiederholende Messungen derselben EDW®Et unter verschiedenen meteorologischen
Bedingungen und mit verschiedenen EDM-Komponenke®atimierungskriterien finden. Fur beide
Netzarten gelten gemeinsam die Optimierungskriteder Einfihrung zusatzlicher Stutzpunkte als
Anschlusspunkte, der Knotenpunkteigenschaften digsschlusspunkte (bezogen auf die nattrliche
Hauptschwachform des frei ausgeglichenen Netzes)esder Vermeidung geometrischen Zwangs
zwischen den Netzmessungen und den Festpunkteh duxerlassige und genaue Messungen und

kontrollierte Anschlusskoordinaten.

Das Beispiel der sog. Testschleife Koblenzi&z & SCcHMITT 1985) ist aufgrund der auftretenden
Gelandeneigungen, des zeitlichen Verhaltens deb&wdungen und des Netzdesigns zur Induktion
nicht-zufalliger Fehleranteile im geometrischen éli@ment sehr gut geeignet und weist ausschliel3-
lich sich aus dem Effekt der nicht-zufélligen Featdeile speisende mittlere Héhenfehler in der etwa
achtfachen GrofRenordnung der konventionellen, alssschlief3lich durch zuféllige Varianzanteile

induzierten mittleren Hohenfehler auf.

Innerhalb der Gruppe der hier untersuchten Lagenetzicht dagreinetz Rethebriickeiit 71.6 %
die maximale uUber beobachtungsbezogene stochastisttmatische Fehleranteile (meteorologische

Reduktion der EDM-Stecken und Zentrierfehler) indcte Belastung des mittleren Punktfehlers.

Unter den Voraussetzungen realistischer GroRenagdrualler betrachteten Fehleranteile trat in den
untersuchten Beispielen fir Nivellement- bzw. Lagjea innerhalb der Gruppe der physikalisch bzw.
geometrisch induzierten nicht-zufélligen Fehlerdaten allen Fallen eine Dominanz der Wirkung

beobachtungsbezogener stochastisch-systematisebenigoer der Wirkung beobachtungsbezogener
deterministisch-systematischer Fehleranteile agifRdirameter auf. Die Wirkung der deterministisch-

systematischen Anteile ist daher in den meisteler&kernachlassigbar gering.

Auf Grundlage des vorgelegten und fir Nivellemamed Lagenetze einheitlichen Konzepts besteht
nun die Mdglichkeit einer qualitativen und quartitan Analyse der Verzerrung beider Netzarten
infolge teilweise erstmalig modellierter unterschigher systematischer und stochastischer Modell-

fehler, deren resultierendes Verstandnis auch &rQptimierung geodatischer Netze relevant ist.
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Anhéange
A.2.1 Spektrale Optimierungskriterien fur die Stochastik geodéatischer Netze

Nach MNavRATIL (2006) existieren mehrere auf der spektralen Aswlipasierende Methoden zur

Optimierung der Stochastik geodéatischer Netze ohiteihden Optimierungskriterien:

* A-Optimalitat: sp(Cyy) = Min.
Minimale Spur vonC,,. Aufgrund der Identitéat der Spur mit der Summe Beenwerte aus

dem speziellen Eigenwertproblem (SEWP) kann fiur Ai®ptimalitdt auch die minimale

Summe dieser Eigenwerte gefordert wergéhi; - Min.
Die A-Optimalitat wird als klassische Optimierungstimode fir die (Neupunkt-) Stochastik
geodatischer NetzeGesamtspurminimierungangesehen und dient der generellen Minimie-

rung der Netzstochastik ohne besondere Randbediegun

«  D-Optimalitat: det(Ac,, )~ Min.
Minimale Determinante der auf die von Null versdgieen Eigenwerte reduzierten Spektral-
matrix des SEWP vod@,,. Da die Determinante einer quadratischen Matrohabr Volumen
angibt und alle Spaltenvektoren einer Spektralmatreinander orthogonal und nur mit einem
Eintrag ungleich Null — dem jeweiligen Eigenwerbesetzt sind, lasst sich geometrisch die

Forderung der D-Optimalitat auch als minimales Bkbdaller von Null verschiedenen
Eigenwerte vorC,,, interpretierenl; * A, * ...x A, > Min.

* E-Optimalitat: Amax = Min.
Minimierung des gréf3ten Eigenwertes,, des SEWP voi .

* S-Optimalitat: Amax — Amin = Min.
Minimierung der Differenz zwischen gréf3tem und kitem Eigenwert des SEWP veR,.
Diese Methode wird angewendet, falls vorrangig dinenogene Neupunktstochastik — mit

geringen Kovarianzen — angestrebt wird.

Die Wahl eines speziellen Optimierungskriteriums Zowendung in einem geodatischen Netz hangt
von der Optimierungsstrategie ab, welche fir daz Mergesehen ist. Ohne spezielle Vorgaben findet
hierfur im Allgemeinen die A-Optimalitat zur Herataung der globalen Netzstochastik Anwendung.
Die E- Optimalitat kommt hingegen zum Zuge, wemmlateresse an der Einhaltung einer Obergrenze
der Parameterstochastik besteht. Fir eine weitgehkiomogenisierung der Parameterstochastik ist

die S-Optimalitat vorgesehen.

Anhange Theoretische Grundlagen
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A.2.2 Stochastische Netzoptimierung durch Datums-nd Stitzpunkte nach

spektralen Kriterien

A.2.2.1 Grundsétzliches und Zielsetzung

GNSS-gestutzte Verfahren haben sich fir die Eingédfbestimmung auch innerhalb geodéatischer

Netze etabliert.

Leitfrage ist hier die Optimalverteilung einer veggbenen Anzahl von (prazisen und meist GNSS-
gestitzten) Anschluss- bzw. Datumspunkten in eigendatischen Netz zur globalen Verbesserung
der Netzstochastik mit Herabsetzung des mittlerenkfehlers — im Falle eines freien Netzes mit
gleichzeitiger Datumsfestlegung.

Die hier nach AGER & DRIXLER (1989) angewendete Optimierungsmethode fir di¢eleng jener
Stutzpunkte beruht auf dem Konzept der spektraletzathalyse @GER 1988, WESER 1988) und der
spektralen Optimierung geodéatischer NetzesER 1988). Die Verbesserung der Netzstochastik soll
dabei Uber eine maximale Schrumpfung des Eigenpektsims der Kovarianzmatrix der Netzkoordi-
naten gemaf A-Optimalitat BNRATIL 2006) als mal3gebliche spektrale Zielfunktion etrewerden.
Damit gehen die bestmdgliche Homogenisierung détdrgituation des Netzes sowie dessen grofit-
mdogliche geometrische Stabilitdt und Aussteifund die Herabsetzung der Korrelationen der Netz-
punkte einher. Durch die Umsetzung dieser Zielfionktverden ferner die infolge nicht vorhandener
oder nicht optimal verteilter Anschluss- oder Daspomkte hervorgerufenen sdgchwachformen
welche nach BL et al. (1984) zu Verformungen des Netzes fihrem&a, weitgehend beschrankt
und geodatische Kontrollnetze hinsichtlich des faiéins langwelliger — und damit durch statistische
Testverfahren nur schwierig aufdeckbarer — Defoionanh im Netzbereich maximal sensibilisiert
(NIEMEIER 1982, SHMITT et al. 1989).

A.2.2.2 Optimierungstheorie

Grundlage dieser Optimierungstheorie ist die spéktZerlegung der Kovarianzmatrix der Netzkoor-
dinaten anhand des speziellen EigenwertproblenisranEigenwerteu mit absteigender Wertigkeit
(Uy >ty > -+ > Yy > Wjpq1 > -+ 4y, u = Anzahl Koordinaten) und zugehorigen Eigenvektoren
welche gemeinsam die natirlichen Schwachformengdeslatischen Netzes bilden. Dabei ist dem
grofiten Eigenwerfi; die sog.Hauptschwachfornzugeordnet, die insbesondere bei langgestreckten
oder Nivellementnetzen deren Fehlerhaushalt dontinied langwellig wirkende Verzerrungen des
Netzes — infolge systematischer oder grober Fehédabildet.

Jede Schwachform gibt eine Netzverformung wieder waist eine geometrische und eine stochasti-
sche Eigenschaft auf, die miteinander korrespoadieDie geometrische Eigenschaft stellt im ein-
zelnen Netzpunkt den Unterschied zwischen der wabrel der (nach der Methode-der-Kleinsten-

Quadrate) geschatzten Netzform dar, dessen GroRemiportional zur Varianz dieses Netzpunktes
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— als stochastische Eigenschaft der Schwachforrarkéit. Diese Varianz wirkt jedoch nicht zwei-

seitig sondern vektoriell in Richtung der Ablagesshen wahrer und geschétzter Netzpunktposition.

Fur die Umsetzung der Leitfrage nach OptimierungMietzstochastik durch maximale Schrumpfung
des Eigenwertspektrums der Kovarianzmatrix der Réetedinaten sei zunachst die Ungleichung nach
GANTMACHER & KREIN (1960)

u? > ™ > 0 (A.2.2.1)

mit dem Status

(=) = ohne oder mit beliebig gegebenen Anschlusspuankte

(M) =jeweils nach Einflhrung vaW zusétzlichen festen Einzelkoordinaten

betrachtet. Die Indizierung™ zeigt an, dass generell ein hoherer Index afsrliegt, der nicht mit

i + M identisch sein muss und fir den
™ >i+M (A.2.2.2)

gilt.
Aus (A.2.2.1) ist ein Optimierungsfall fir die Vedserung der Netzstochastik nackN®VACHER &
KREIN (1960) fur

u™ = u (A.2.2.3)

entnehmbar, also nach Einfihrung védnzusatzlichen festen Einzelkoordinaten (Stutzkowtin),

welche sich genau auf die

M
— (A.22.4)
d

mit
d = Netzdimension (z.Bd = 2 fUr Lagenetze)

Knotenpunkte als quasi-fehlerfreie Netzpunkte in luktrachteteri-ten Eigen- bzw. Schwachform
beziehen missen. Insbesondere in Hohennetzen kayuasnfehlerfreie geometrische Orte in einer
Schwachform auch als Knotenlinien auftreten, diederum anhand der ihnen entlang liegenden
(Knoten-) Punkte zu realisieren sind. Knotenlinign -punkte wachsen in Lange und Anzahl tenden-
ziell mit dem Index des Eigenwertes ihrer zugehdiri§chwachform, also mit abnehmenden Eigen-
wertbetragen @GeR 1990). Im selben Zuge reduziert sich jedoch dstechastische Belastbarkeit.

Fur den Fall einer willkirlichen, also nicht zwimgkan die Knotenpunkte gebundenen Verteilung der

zusatzlichen Stitzkoordinaten erreipfﬁ”) nicht seinen optimal kleinen Wert und es gilt dann
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u™ > (A.2.2.5)

Ein Realisierungsbeispiel dafir ist die gleichmafgpd damit Knotenpunkt-unabhangige Verteilung
von M Stitzkoordinaten als direkte Hohenbeobachtungezinem Nivellementnetz mit insgesamt
Netzpunkten. Hier tritt ohne Optimierungssituatioereits eine Halbierung des gréRten Eigenwertes
Umax = M1 auf, wenn nachABER (1990) die einzelne Stitzkoordinate eine Variaufavaist von

0% = Umax *M_ZZ (A.2.2.6

n

Im Optimierungsfalle hingegen nehmen die durchrdigen Eigenformewi(M) darstellbaren neuen
Schwachformen minimal zu erwartende Grof3en in ilgeametrischen und stochastischen Eigen-
schaften an und geben aulerdem eine optimal honsogés Fehlersituation des Netzes wieder, da
nach der Optimierung die urspringlichen erseeischwachformen nicht mehr auftreten und grund-
satzlich im Eigenwertspektrum die Eigenwerte hohdénelizes kleinere Abstande zueinander auf-
weisen als die Eigenwerte niedrigerer Indizes. Boirg diesem Falle fir die resultierenden neuen

Schwachformen nachABTMACHER & K REIN (1960)
™ = %Gy (A.2.2.7)

Diese neuen Schwachformen héherer Ordnung weisem BeRRE (1987) und AGER (1988) allge-
mein kirzere Wellenlangen als die alten Schwachéarmedrigerer Ordnung auf und tragen so zur
optimalen lokalen Stabilisierung der Netzgeomeb@e Mit der Dampfung und Ausfilterung jener
alten Schwachformen werden durch systematischeeFe&klursachte globale Korrelationen in den
Beobachtungen eliminiert, die hauptsachlich in temgwelligen Fehlertermen der Schwachformen

niedrigerer Ordnung wirken.
A.2.2.3 Optimale Datumsfestlegung freier geodatisen Netze

Die Datumsfestlegung eines freien geodatischendsett ein das Netzdesign 0. Ordnung betreffen-
des Problem, welches die Frage nach der optimaggteNung der Datumspunkte aufwirft und dessen

Lésung sich in der vorstehenden Optimierungsthdomiet (AGER 1989).
Danach ergeben sich mit

r = Datumsdefekt des freien Netzegift body movement, z.B. = 1 fir Hohennetze)

d = Netzdimension (z.BI = 1 fur H6hennetze)

die optimalen Datumspunkte als
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r
i (A.2.2.8)
Knotenpunkte der konkreten Eigenfunktionen bzw.v&ahformenx;, welche genau diese Anzahl
von Knotenpunkten aufweisen. Aus dieser Art deubetffestlegung resultiert die Pseudoinve¥se
kleinster Spur als innere FehlermatrixgigdsL 1969) der bestmdglichen Netzgenauigkeit ebenso wie
aus der Gesamtspurminimierung des freien Netzes.d@stmogliche Fehlersituation eines freien
Netzes kann daher aquivalent sowohl anhand einénédtitransformation des frei ausgeglichenen
Netzes uber alle Netzpunkte — mit ihren (N&hergni§sordinaten im Zieldatum — als auch anhand
einer Zwangsausgleichung mit den Knotenpunkteopaisnale Datums- bzw. Anschlusspunkte herbei
gefuhrt werden. Die durch die alternative prakisé@nwendung beider Moglichkeiten in der Regel
verbleibenden Unterschiede in der Stochastik dstgdéegten Netzes zulasten des Ergebnisses der
Zwangsausgleichung beruhen auf der theoretischéne¥aligkeit varianzfreier Anschlusspunkte, die

in der Praxis in Strenge kaum realisierbar ist.
A.2.2.4 Optimale Positionen fur zusétzliche Stutzpkte referenzierter Netze

Die optimale Verteilung von zusatzlichen Stutzpenkflr ein bereits referenziertes, also in seinem
geodatischen Datum festgelegtes Netz ist ein déiiigign 1. Ordnung betreffendes Problem, dessen
Lésung sich ebenfalls in der vorstehenden Optimigstheorie findet AIGER 1989).

Diese zusatzlichen, Uber die eindeutige Datumsfgstig hinausgehenden Stitzpunkte entsprechen
dabei wiederum den Knotenpunkten der nattrlichemv@chformen des Netzes. Abhangig von der
Anzahl der vorgegebenen zusatzlichen Stitzpunkteatiir eine Schwachform ausreichend hoher
Ordnung zu betrachten, welche die tendenziell mit@rdnung wachsende, ausreichende Anzahl von
Knotenpunkten zur Verwendung als Stitzpunkte enthal

Die Einbindung zusétzlicher Stutzpunkte in den lkenpunkten eines bestehenden Netzes bewahrt
dessen Geometrie und verbessert unter der Vorausgetdass diese Stutzpunkte varianzfrei oder von

besserer Genauigkeit als die Netzbeobachtungendiendlobale Netzstochastik.
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A.2.3 Aquivalenz des symmetrischen Matrizenprodukt®ul, ., * Cui * Vigoen
mit der Form Sp{c;tll * CVqustoch}

Die folgende Beweisflhrung erfolgt analytisch je&éiir die allgemeinen Féalle einer erstéten und

letzten ¢-ten) Vektor- bzw. Matrixkomponente.

Zuné&chst sei dazu das erste Teilprodti, ., * Cue ausVul,, ., * Cud * Vitgroen Mit

Cll Cli Clu
Vugtoch =g - Wt Uy) undC;& =|C1 -+ Cij -+ Ciy
Cur = Cyi = Cyy
aufgelost:
€11 C1i Clu
Vul,on * Con = (g =+ Ui 0 W) |G =+ Cip o+ Ciy
Cul C‘u,i Cu_u
u
j=1 j=1 j=1

Das symmetrische Matrizenprodukiz?, ., * Cua * Vitgocn €rgibt sich somit zu

u u u .
T -1 — . .. , , U;
Vustoch * Cuu * |7ustoch - (Z uj * le u] * le u] * C]u> * | L |
j=1 j=1 j=1 :
Uy
u u
=1 j=1
Mit
ul*ul cee ul*ul (XX ul*un
Cruvwstoch = VlUgioch * Vugtoch = |Up*Up e R e Ui * Uy
Uy *Ugp o Uy U o Uy * Uy

ergibt sich fur die hier ausschlief3lich interessnelen Hauptdiagonalenelemente

diag (C;& * CVuVulstOCh) =
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€11 Cu vt Cruyp qugkug e U RU ot U KUy
=diag| |CG1 - Ci v Cig|*|Ui*Up e Up U e Up ¥ UY
Cu1 Cuu Uy ¥ Ug o Uy ¥ U o Uy ¥ Uy

Cui cee
u
chj *U,j *Uq

-
1l
ey

Cij *'U.] * U

I
.M:

1l
=

J

Cuj *uj*uu
1

u
j=

und schliel3lich als deren Summe fiir die gesuchte Sp
u u
S{C_I*C }: Uy * Ui * Cp s
P1luu VuVurstoch k j kj
k=1 j=1

Dieses Ergebnis unterscheidet sich formal nur inlnigizierung der Elemente aus der MatrixC;;}
und ist somit aufgrund der Symmetrie v6p: mit dem MatrizenprodukPul,, ., * Cus * Visioch

identisch.
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A.5.1 Erwartungswerte der univariaten Normalverteilung bis 4. Ordnung
A.5.1.1 Dichtefunktion der Normalverteilung undn-tes gewdhnliches Monent

Seiy eine stetige normalverteilte Zufallsvariable dagtéivertsy und der Varianzrz(y~N(,u, 02)),

so gilt fur sie die Dichtefunktion @ONSTEIN& SEMENDJAJEW1983)

L
p(y) = gy A (A.5.1.1a)

Fur den Spezialfall der stetigen standardnormaditeat Zufallsvariablec~N(0,1) gilt entsprechend

1

2%

p(x) = v e Tx (A.5.1.1b)

Die zugehdrige Stammfunktion stellt iber das Iraéirj/—oo0; 0] jeweils ein sicheres Ereignis dar, so

dass das Integral einer Dichte Uber den gesamgabhiisraum immer den Wert 1 annimmt:

Fur die Dichtefunktion der normalverteilten Zufabsiableny:

fw »)d RN R S f ) g
= e 2 g = * e 2 o =
_Oopy Y _OOO'*VZ*TL' Y O*x\2x*xT . Y

Fur die Dichtefunktion der standardnormalverteilferallsvariablenx:

o)

[ee] 1 .
J pwar= [ e ax=n
* T

— 00

Fur den Erwartungswert der univariat nhormalveraeilstetigen Zufallsvariablg als gewdéhnliches
Moment der Ordnunge beziglich des Mittelwertg und der Standardabweichumggilt mit der
Dichtefunktionp(y) aus (A.5.1.1a)

I e (e RE

f(%)n*p(y)dy (A5.1.2)

— 00

A.5.1.2 Erwartungswert 1. Ordnung der normalverteiten Zufallsvariable y

Fir die 1. Ordnung gilt mit = 1 fur die standardnormalverteilte Zufallsvarialslsomit der Ansatz

E{x} =
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Dieses Integral lasst sich elementar anhand dé&elbem Integration

[rw-gwar =@« - [ 1@+ g@ax

mit
gx)=x>g'(x)=1
1 . o1 o
@) = =se i = ) =_Jm*e_5*x dx = 1
l6sen zu

E{x}=1*x—f1*1*dx=x—x=0

E{x}=0 (A.5.1.3a)

Der Ubergang auf die normalverteilte ZufallsvaréaptN (u, 02) erfolge anhand der Substitution

X = N y=o0xx+pu (A.5.1.8)

g

entsprechend der linearen (Skalen-) Transform@K&EYszIG 1998)
E{y}=E{oxx+u}=E{o*xx}+u*E{1}= o xE{x}+u=0+x0+u=pu
E{y}=u (A.5.1.3b)
A.5.1.3 Erwartungswert 2. Ordnung der normalverteiten Zufallsvariable y

Fir die 2. Ordnung gilt mit = 2 fur die standardnormalverteilte Zufallsvariablder Ansatz

1
E{x?} =
{x*} T
Die Anwendung der partiellen Integration mit

gx)=x =g'(x) =1

/ “Lex? “Lex2
F0) = xxe 3™ o f(x) = —e7

Anhange Fehlertheorie



Anhange 151

ergibt
*® r 1 r 2
= (oo [reet)a) = (o [t
{x?} 2*n*<[ x*xe 2 ]_Oo J *( e )x —* _Ooez x
1 [ee]
= * fe"*xdx=1
2T .

E{x?} =1 (A.5.1.4a)

da die zugehorige Stammfunktion Uber das gegebeteevall [—oo; o] ein sicheres Ereignis der
Standardnormalverteilung darstellt.

Der Ubergang auf die normalverteilte ZufallsvarsaphN (u, 02) erfolge anhand der Substitution
(A.5.1.8) zu

E{y?Y=E{(cxx+w)?}=E{o?«x*+2*x0xx*u+p?}= 0? *E{x?}+ 2% 0o * u* E{x} + u?
=02x14+2%x0*xu*x0+u?= 02+ pu?

E{y?}= 0%+ u? (A.5.1.4b)
und liefert so deiverschiebungssatz fur die Varianz
0% = E{y?}—u? (A.5.1.5a)

Von Interesse ist im Zusammenhang mit dem Erwasgweg 2. Ordnung jedoch im Allgemeinen nur
die Streuungr? der normalverteilten Zufallsvariabje welche sich in ihrer unverzerrten Form als die
Streuung um den Mittelwert darstellt und daher als zentrales Moment 2. Orgr{iiREYSzIG 1998)

um diesen Mittelwert zu reduzieren ist:
0= E{y?}—@? =E{y?} -2+ p> + > = E{y*} -2+ pu«E{y}+p* = E{(y — %}
o? = E{(y — u)?} (A.5.1.5b)
A.5.1.4 Erwartungswert 3. Ordnung der normalverteiken Zufallsvariable y

Far die 3. Ordnung gilt mit = 3 fur die standardnormalverteilte Zufallsvariablder Ansatz

E{x3} = \/21771

Die Anwendung der partiellen Integration mit
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g =x =g'(x) =1

) = v x? e s f) = = [ x2ee =1
x) = *xX“xe 2 x) = * X“*xe 2 x =
V2 *T1 V2 *T1

ergibt
E{x3} = 1*x—f1*1*dx=x—x=0

E{x3} = 0 (Schief¢ (A.5.1.6a)

Die Identitat (A.5.1.6a) liegt dem Erwartungswéstl@a) der univariaten Normalverteilung unmittel-

bar zugrunde.

Der Ubergang auf die normalverteilte ZufallsvarsaphN (1, 02) erfolge anhand der Substitution
(A.5.1.8) zu

E{y3}=E{(cxx+ )3} =E{o3*x3+3x0?xx?2xpu+3x0*x*pu®+ u3}
= o3+ E{x3}+3%02+«E{x?}xu+3*0*E{x}*u®+ud
= 03%x04+3%02*1xpu+3*x0x0x*pu?+pud

=3%x02*u+pud

E{y3}= 3x0%xpu+ud (A.5.1.6b)

Hieraus geht der zuvor betrachtete Spezialigit3} = 0 fir die standardnormalverteilte Zufalls-

variablex mit u = 0 hervor.
A.5.1.5 Erwartungswert 4. Ordnung der normalverteiken Zufallsvariable y

Far die 4. Ordnung gilt mit = 4 fur die standardnormalverteilte Zufallsvariablder Ansatz

Ex*} = E{(%)LL}: “—*}m*l@( i

Y- H)4 * e_%*(%)zdy

Anhand der Substitution (A.5.1.8) erfolge auf dachten Gleichungsseite zunachst der Ubergang auf
die standardnormalverteilte Zufallsvarialle
Yy— U

= = = + =
X o y g *xX 1% {

dy = o *dx
Y—HU=0xXx
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mit einhergehendem Ubergang auf das Integral daalnd entsprechender Transformation der Inter-

valgrenzen, welche dadurch unverandert bleiben

[oe]

(o)
1 _1.2 1 _1..2
E{x*} = x*+xe 2 xoxdx = *Jx“*e 2 dx
— 00

e ——
o'*\/m R 2%

Die Anwendung der partiellen Integration mit
g) =x*=g'(x) =3 x?

/ “Lix? “Lex?
F0) = xxe 3™ o f(x) = —e7

ergibt

[ee)

1 1 © 1
E{x*} = * ([—x3 * e_E*xz] + 3% f x? % e_E*xzdx>

— 00

1 [ x3 ] L3 1
= * | — *
V21 e%*xz 2% T

[o'e]
“Lx?
x | x%2%e 2 dx

o)
— 00

e2

[00)
x3 , x3 , x3
—— = lim|—— — lim | ——
Zxx 2 X—00 Zxx 2 X——00 Zxx 2
ez 1_, ez ez

Nach BRONSTEIN& SEMENDJAJEW(1983) gilt die Regel von de I'Hospital mit denfdifenzierbaren

lim <@> = lim <@>
ot \g(0)) ~ xten \g'(0)

falls limx_,im(f(x)) = liquim(g(x)) = +o00 oder limx_,im(f(x)) = liquim(g(x)) =0 und
g'(x) # 0. Der hier erfillte erste Fall (bestimmte Divergetisst die Anwendung dieser Regel zu,

3 [0¢]
Die Auflésung des Tern{sr f—xz] fuhrt auf die Grenzwertdifferenz

Funktionenf (x) undg(x)

welche aufgrund der dritten Potenz vom f(x) rekursiv erfolgen muss:

) x3 ) 3 * x? ) 6% x ) 6
lim | —— = lim|-————]= lim |-————|= lim |———|=0
x—too —*x2 x—too —*x?2 x—too 2 —*x2 x—too 3 —xx2
ez X * ez X4 %k ez X° % ez

Fur den aufzulésenden Term ergibt sich somit
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Einsetzen dieses Ergebnisses in die bisherige Ekitwig vonE{x*} liefert

1
E{x*} = *0+3x*1
{x*} e
E{x*} =3 (Kurtosi9 (A.5.1.7a)

Aus der Betrachtung der standardnormalverteiltefalvariablex resultiert infolge der Normierung
dieser Variable auf eine Standardabweichung bzwiada von 1 und auf einen Mittelwert von= 0

unmittelbar die dimensionslose Wélbung (Kurtosis) Standardnormalverteilung d@$x*} = 3.

Der Ruckgang auf die normalverteilte ZufallsvaréaphN(u, 02) erfolge anhand der Substitution

(A.5.1.8) und auf der Grundlage der bisher bekanlttentitaten zu
E{y4}: E{(G*x+ﬂ)4}=E{(O’2 *x2+2*0*x*ﬂ+ﬂ2)2}

=FE{o*xx*+2*03*«x3xp+o?xx?xp?> +2x03xx3xu+4*x0?2xx?xp’> +2x0xx*us

+0%xx?xp? +2x0xx* 3+ ut}
=E{o*xx*+4*03*xx3xpu+6*x02*xx?xp?+4x0o*x=pd+put}
=o**E{x*}+4+03xuxE{x3}+6*02*u? x E{x*}+4*0*u®«E{x}+pu*
=0**3+4x03xux0+6*x02xpu’*x1+4*x0xu3>x0+pu*
E{y*} = 3x0*+6x0%xpu? + p* (A.5.1.7b)

Hieraus geht der zuvor betrachtete Spezialflt*} = 3 fur die standardnormalverteilte Zufalls-

variablex mit u = 0 undos = 1 hervor.
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A.5.2 Erwartungswerte der multivariaten Normalverteilung bis 2. Ordnung

A.5.2.1 Korrelation 0. Ordnung

Seienx; und x; zwei Zufallsvariable und unabhangig, so sidund x; unkorreliert. Es gilt der
Umkehrschlul3 dazu rein stochastisch betrachtetdiér bivariate Normalverteilung ebenfalls, im
Allgemeinen aber nicht, da die Zufallsvarialleund x; zwar stochastisch unkorreliert, aber infolge

eines moglichen funktionalen Zusammenhangs vondevaabhangig sein konnenKKysziG 1998).

Nach denmVerschiebungssatz fir KovarianzBtOKeR 2005) ergibt sich die Kovarianz der bivariat in

0. Ordnung korrelierten diskreten oder stetigenallsNariablenx; undx; als deren Produktmoment

E{x; * x;} um ihren Erwartungswep; = u; (HENZE 2011) zu

oij = E{xi * xj} — [ * U (A.5.2.1a)
und damit der Erwartungswert zu

E{xl- * xj} = 0 + U * Uj (A.5.2.1b)

Fir die Zusammenhénge dieser Betrachtungen sinidjlietz der Korrelation 0. Ordnung die GréR3en

X; = dlL
mit
dl=1-1,

und Linearisierungspunkg als Mittel- oder Erwartungswesntwéhlbar, so dass
E{d} =E{l-l}=E{l-w=E{}—u=p—pn=0

Aufgrund der Unabhangigkeit des Grades der Koiimgled. Ordnung von den Mittelwerten undpy;

der originaren Zufallsvariabler) undx; ist ebenfalls

Wi = uj=0
wéahlbar und somit gilt fiir den — hier auch in Béazieg (A.5.3.1b) auftretenden — Erwartungswert

E{x; *xj} = oy (A.5.2.1c)
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A.5.2.2 Korrelation 1. Ordnung

Die Korrelation 1. Ordnung (auchartialkorrelation, bedingte Korrelation Interferenzkorrelatioh
lasst fur die in 1. Ordnung korrelierten diskreteter stetigen Zufallsvariablery undz, jeweils die
Formz = f(xi, xj) mit in 0. Ordnung bereits korrelierten originaé@&sfallsvariableny; undx; zu.

Fur die somit nicht zwingend originaren Zufallsedtienz, und z, gilt nhach HISSY & T OBINSKI
(2008) deiVerschiebungssatz fur Kovarianz@hn5.40a)

Oap = E{zq * zp} — g * 1y (A.5.2.1d)
entsprechend und somit
E{z, * zp} = 0qp + Ua * Up (A.5.2.1e)

Mit Einfihrung der Kovarianz als @NSTEIN& SEMENDJAJEW1983)

Oab = Pab * \/Var(za) * \/Var(zb) (A.5.2.2a)

und darinp,, als (dimensionslosen und nicht intervallskaliertéorrelationskoeffizienten im Sinne
einer MalR3zahl fur die lineare (aber nicht fir digeaneine) Abhangigkeit von, undz, (HUSSY &
TOBINSKI 2008) mitp,;, € [—1; 1] ergibt sich aus (A.5.2.1e) mit (A.5.2.2a) weiter

E{zq * 2p} = pap * \JVar(zq) * JVar(zp) + pq * (A.5.2.1f)

Der gesuchte Erwartungswetfz, = z,} existiert fir den diskreten Fall, wenn die Reihe

n

E{z, x zp} = Zzai * zp, *p(2;) (A.5.2.3a)

i=1

absolut konvergiert bzw. fur den stetigen Fall @@2sppel-) Integral

E{zy * z} = f f Zy * Zp * p(2)dz, dzy, (A.5.2.3b)

mit der Dichtefunktion

p(z) = ! * e_%*(Z—ﬂ)T*Cl_ll*(Z—ﬂ) (A5.1.10)

d .4,
(2 * T[)E * 4/ Det(C”)

mit
z = Vektor der Zufallsvariablea
d = Dimension bzw. Anzahl der Zufallsvariablen
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Cy = Kovarianzmatrix der Zufallsvariablen

u = Vektor der Mittelwerte der Zufallsvariablen

existiert (KREYSzIG 1998). Die Dichtefunktionen (A.5.1.1a) und (A.34). gehen als Spezialfélle der
univariaten (Standard-) Normalverteilung miit= 1 aus der Dichtefunktiop(z) gemaf (A.5.1.1c)

der multivariaten Normalverteilung hervor.

Die Auflésung des Integrals nach (A.5.2.3b) istogd entweder elementar oder analytisch nicht
moglich oder analytisch sehr aufwéndig, so dassHimittlung des Erwartungswertd¥z, * z;}

anhand alternativer Uberlegungen erfolgen soll:

Der Erwartungswerk{z, * z,} strebe im diskreten Falle fir— oo nach Beziehung (A.5.2.3a) gegen
einen endlichen Grenzwert. Im Falle einer stetigfemteilung derselben Dichtefunktion ist dieser
Erwartungswert entsprechend durch das (Doppelephat (A.5.2.3b) definiert. Unter diesen Voraus-
setzungen besteht asymptotische Effizienz infolgeele die Mittelwert@, undy, der Zufallsvariab-

len z, undz, ebenfalls gegen einen endlichen Grenzwert und/dreanzen jener Mittelwerte gegen

Null streben, falls es sich bei der Zufallsvariateum die Fornz = xl-2 bzw.z = x; * X; und damit

bei den zugehdrigen Mittelwertgnum die Varianz = o2 bzw. die Kovarianz = g;j handelt.

A.5.2.3 Beweis fur die Varianz der Varianz

Nach RNTLE (2004) gilt fur die Varianz der Variang einer diskreten Stichprobe eines Umfangs

vonn Einzelereignissen bzw. Beobachtungen

1 n—3
2y = — n— 4 A.5.2.4a
Var(sy) n*(,u4 n—1*0> ( )
mit
g = Standardabweichung der Zufallsvariabjen
Ua = 4. zentrales Moment der Stichproben- bzw. Zs¥altiableny

Fur dieses 4. zentrale Moment gilt geman (A.5.1b&xogen auf die Zufallsvariabjeund mitu als

zugehdérigem Erwartungswert
uy = E{y*} = 3x0*+ 6+ py®xo? + p*

und somit in Fortfiihrung von Beziehung (A.5.2.4a)

1 n—3
Var(s?) = . (3 xo*+6xpu?xo?+ut— - * a4> (A.5.2.4b)

Anhange Fehlertheorie



Anhange 158

Der Klammerterm in Beziehung (A.5.2.4b) strebtiiii> o gegen2 * c* + 6 * u? x a2 + u* und im
speziellen Fall mix = 0 gegen2 = ¢* und so in jedem Falle gegen einen endlichen Writdaher

die Varianz der Varianz fur eine mit diesem Gremnkzaéen

1 n—23
T{%(Var(s,%)): 7{%(5*(3*044-6*#2*0'2+[,44—n_1*g'4)>:0

gegebene stetige Verteilung ritn,,_,, (s2) = o2 gegen Null:
Var(c®) =0 (A.5.2.5a)

Fur die Gultigkeit von (A.5.2.5a) besteht so auen& Einschrankung auf den Degenerationsfall mit

og=0.
A.5.2.4 Stochastizitat des empirischen und theorstthen Korrelationskoeffizienten

Seienx; und x; zwei originare bivariat normalverteilte Zufallsiable, so unterliegt der zugehdrige
empirische Korrelationskoeffizient; einer diskreten rechtssteilen unimodalen Vertggfianktion

und lasst sich anhand der Fisher-Transformatiodeim annahernd normalverteilten und annahernd

intervallskalierten standardisierten Hilfswertagiunc 2005)

g0 = 05 %t FT0) 2 05 (1ET A5.2.6
o = 0. n\1 = 05xin{7 (A.5.2.6a)

— rij —-T
uberfihren. Die halbe Spannweite des zugehorigenfittenzintervalls lautet mit dem Stichproben-
umfangn in ebenfalls standardisierter Formr#ysziG 1998)

c

Vn—3

a, = (A5.2.7)

Darin istc auf das Schrittmafd der einfachen Standardabweickkaliert, so dass sich die einfache

1

Standardabweichung des empirischen Korrelation§ikaaften standardisiert ergibt zy = =

Der Ubergang auf den stetigen Fall geht mit denn@sert fiirn — oo einher und lautet
lim(a,) = 0
n—-oco

Die Re-Transformation einer Fisher-transformientenl standardisierten Grofkein die rechtssteile
unimodale Verteilungsfunktion des originaren (umef fiormal schon auf den stetigen Fall bezogenen,

also theoretischen) Korrelationskoeffizienger: lim,,_,.,(r) lautet (KREYSzIG 1998)
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eZ —e7%
p = tanh(z) P ( )

Es ergibt sich also die originare Standardabweiglwyndes (wieder auf den stetigen Fall bezogenen,

theoretischen) Korrelationskoeffizientem nach Re-Transformation der zugehérigen nullgleiche

(standardisierten) Standardabweichung zu

3 eo—e_o_ 1-1

o, = = =
P e04e0 141

0

Fur den hier stets betrachteten Fall einer stetigeneilungsfunktion weist daher der Korrelations-

koeffizientp = p;; der beiden originaren Zufallsvariabigundx; keine Streuung aué;,, = Opy; = 0.

A.5.2.5 Beweis flr die Varianz der Kovarianz

Seienx; undx; zwei originare Zufallsvariable, so gilt nactR&STEIN& SEMENDJAJEW (1983) fur

die somit vorliegende Korrelation 0. Ordnung

Uij = pl] * wVaT(xi * ’VaT(Xj) = pl] * ’O—iz * sz = pl] * 0; * Uj (A522b)

Wie zuvor gezeigt, ist fur eine stetige Verteilutig Varianz der (quadratischen und genauigkeits-
anzeigenden GroRe) VarianZ einer Zufallsvariable; gleich Null; infolge der fehlenden Streuung
der Varianzs? weist auch die zugehorige einfache genauigkeitigande GroRe; als Standard-
abweichung der Zufallsvariabbe im stetigen Falle keine Streuung auf, alaor(g;) = 0. Da der
Korrelationskoeffizienp;; keine Zufallsvariable im statistischen Sinne daltstind entsprechend der

Beweisfuihrung des vorangegangenen Abschnitts itigsteFalle keine Streuung aufweist, sind alle

GroRRen auf der rechten Seite von Beziehung (A.B)2:@rianzfrei, so dass fur den stetigen Falle gilt
Var(o;;) =0 (A.5.2.5b)
A.5.2.6 Schlussbeweis fur den Erwartungswetk{z, * z,}

Nehmen also zwei in 1. Ordnung korrelierte Zufallsablez, undz, jeweils die Forme = x? oder
z = x; * Xj an, so — und nur unter den Voraussetzungen digseon Interferenzkorrelation — ergibt

sich der ErwartungsweRE{z, * z,} als Sonderfall von (A.5.2.1f) mitar(z,) = Var(z,) = 0 zu

E{zq * zp} = pa * tp (A.5.2.1g)

und so als Produkt der Erwartungs- bzw. Mittelwagteindy,, der nicht originaren Zufallsvariabig

undz, mit u = o bzw.u = sz oderu = ayj.
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Das Bildungsgesetz (A.5.2.19) liegt den Erwarturegsen (A.5.3.1d) bis (A.5.3.1i) der gemischten

Momente multivariater Normalverteilung unmittellzaigrunde.

Die IdentitatE{e? * £,} = 0 (5.19b) lasst sich anhand der allgemein giiltigeni@&hung (A.5.2.1f) fur
die Erwartungswertfornk{z, = z,} zeigen. Darin kaniE{e,} = u, = 0 angenommen werden; mit
g2 = z, existiert ferner der Erwartungswef{s2} = 02 und damit nach (A.5.2.5a) fi? = z, die

IdentitatVar(o2) = Var(z,) = 0. Aus (A.5.2.1f) resultiert somit

E{ef * ep} = E{zq * 2p} = pap *Var(zy) *\Var(zy) + ptq * py

E{e2 * £} = pap * 0 xy/Var(z,) + s+ 0 = 0

Die Identitat E{e, * (¢, * €.)} = 0 (5.19cl) lasst sich anhand der allgemein gultiGeziehung
(A.5.2.1f) fur die Erwartungswertforri{z, * z;,} zeigen. Darin kanit{s,} = 1, = 0 angenommen
werden; mite, * e, = z;, existiert ferner der ErwartungsweR{e, * €.} = g, und damit nach
(A.5.2.5b) furgy,. = z, die Identitat/ar(o,,.) = Var(z,) = 0. Aus (A.5.2.1f) resultiert somit

E{eq * (ep * £)} = E{zq * 2p} = pap *Var(zy) *\/Var(zy) + pq * py

Efeq * (p * €)} = pap *Var(zg) * 0+ 0+ = 0

Fir den Erwartungswet®{(e, * €5) * €.} gilt mit vertauschten Indizes entsprechend dientitkt
(5.19¢2)

E{(eq*€p) x €} = 0
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A.5.3 Entwicklung des ErwartungswerttermsE{(¢ @ ¢€) * (¢ ® £)T}
Zur Uberfiihrung des in den Beziehungen (5.11) 4puhd (5.15b) auftretenden Produkts
(e®8)*(e®e)

in eine dem Erwartungswert zugéngliche Form seidehst der Vektor = 1 — [, elementweise
dargestellt und dabei neben dem ergiigh und letzten(l,,) noch mit dem i-ter(l;) und j-ten(lj)
Element angegeben, da aufgrund der Kronecker-Ptoiikng und des dyadischen Produkts inner-
halb der hier betrachteten Erwartungswertform makimer verschiedene Beobachtungen an der

Produktbildung eines einzelnen Erwartungswerttaataglement vort ., (2) beteiligt sein kdnnen:

Auf der Grundlage der vorstehenden Form fir dentiek lasst sich somit die Auflésung und

Umwandlung der hier betrachteten Erwartungswertfiiinden allgemeinen Fall zeigen.

Dazu sei im nachsten Schritt das Kronecker-ProdektVektors mit sich selbst gebildet:
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&1 % &
Eljké'i
81:"8]'
81;‘8”
Si":‘51
Si;‘Ei
El‘j‘Sj
Ei;‘gn
UI-1p)Q®U-1)=eQe= :
& * &1
Ej;é‘i
EJ*EJ
Sj’;sn
Sn:ké'l

En * &

En * Sj
&n * &n
Das Argument der hier betrachteten Erwartungswantist das dyadische Produkt dieses Vektors mit
sich selbst und somit symmetrisch; fur die Beladge Entwicklung der Beziehungen (5.11), (5.14)

und (5.15b) ist daher die elementweise Auflosungréehten oberen Halfte des dyadischen Produkts

ausreichend:

(@ (@) =
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&1 % & &1 * & &1 * & &1 * & & * & & * &
(1) (2) (3) (4) (5) (6)
E1* & € ef * (e1 % &) ef * (&1 * &) ef * (g1 * &) ef * (1% &) &f » &}
&1 * & (1 % &) (g1 % &) = (51 * Sj) (&1 * &) * (&1 % &) (1 % &)° Siz * (&1 % &)
ey (eree) (e v 6) * (o1 # &) Eredr(eng) | ev(erg)
€1 % & (&1 * £n)? (&1 % &) * (&1 % &) &l * (e1 * &)
& * & (&1 * &)? ef * (&1 % &)
& * & et
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& * & & * & & * & g * g g * &
(7) (8) 9) (10) (11)

g% 3 ef = (& * ¢) &2 x (g * &) e« (g* &) e« (g * &) &f » &}
£ * & (g1 * &) * (gi * gj) (g1 * &) * (g; * &) (g1 * &) * (gj * gl) (g1 % &) * (gj * gi) gjz * (g1 % &)
£ % CEEIRICER) (21 % &) * (i % &n) (1% ¢)° (21 %) * (g * &) &f * (&1 % &)
el * &, (&1 % £n) * (&1 % &) (e, % £,) * (&, % £,) (&1 % £0) * (5 * £1) (&1 % &n) * (5 * &7) £7 % (1 % &)
£ % £ (e % &) * (5 &) (e, % &) * (&, % &) (e1% &) * (5 + 1) (e % &) * (& * &) &7 % (e % &)
& * & e (g x &) g% (g * &) g2 (g &) g2 (g &) &l * &
SR (& * sj)z (2 % &) * (g % &n) (ei %) * (g * &) (& * sj)z &f (g% )
g * &, (g; * £5)2 (g; * &) * (sj * 81) (g * &) * (sj * si) 51-2 * (g * &)
g * & (erxg)’ (e1 %) * (g * &) & *(e1% &)
& * g (& * sj)z 51'2 * (& % &)
g * & gt

Anhange Fehlertheorie




Anhéange

165

& * &, En * & En * & En * & En * &
(12) (13) (14) (15) (16)

v e (57 en) 7% (e 20) 2% (57 5) 2+ (g % en) 2 el

€1 % & (&1 % &) * (& * €n) (&1 % &) * (&1 % &) (&1 % &) * (& * &) (&1 % &) * (& * &) ef * (g1 % &)
axg [ (e1xg)x(gxen) (&1 % &) * (1 % &) (&1 % &) * (ei * £n) (e1 %) (&5 % n) e+ (e1% &)
e | e (5 ee) CRYNE Gre @ra) | G @ea) | GrEra
g * & (g1 % &) * (g]- *x &) (e % &) * (g1 x &) (g1 x &) * (& % &) (g1 % &) * (gj * gn) g2 x (g, % &)
n | (e N, T e R 7ee
L I O FY TS R B P S R B P P PYS R B PP P ) B Y Py
& * &n (&% £n) * (& * €n) (&; * &) * (&1 * &) (g; * €n)? (g0 * £n) * (& * ) &r * (g * &)
gre | (exg)=(g*en) (&1 % &) * (&1 % &) CREIMCEEY) (&1 %) * (& * &n) en * (e1% 8)
& * & (i * &) * (& * &n) (i &) * (1 % &) (ei * &) * (zi % &) (e ) * (g * &) e * (e % )
& * & gl * (g * &) &f * (&1 % &) & * (& % &,) & * (& * &) &f * &7
o ey o) G | (Gra)-Gra) ey ()
) (1 % &,)? (g1 % €,) * (& * €,) (&1 % &n) * (g % &) g2 * (g1 * &)
En * & (& * &n)? (&; * €n) * (& * &) & * (&% &)
En * & (g sn)z &i * (& * €n)
En * &n &n

Anhange Fehlertheorie




Anhénge 166

Fur den Ubergang auf die Erwartungswerte der téskvgemischten Momente multivariater Normalvertaglsind folgende Identitaten zu beriicksichtigen:

E{e2} = o? (Varianz) (A.5.3.1a)s. Anhang 5.1.3)
E{(eq *ep)} = 0gp (Kovarianz) (A.5.3.1bYs. Anhang 5.2.1)
E{e¥} =3 xg} (Kurtosis) (A.5.3.1c)(s. Anhang 5.1.5)
E{el * (g4 * €5)} = 0Z * O (A.5.3.1d)(s. Anhang 5.2.2)
E{c2 % (ep x£.)} = 02 * 0y, (A.5.3.1e)(s. Anhang 5.2.2)
E{e2 xel} = o x of (A.5.3.1f) (s. Anhang 5.2.2)
E{(g, * €p)?} = a2 (A.5.3.10)(s. Anhang 5.2.2)
E{(ey *x€p) x (eq ¥ )} = Ogp * Oy (A.5.3.1h)(s. Anhang 5.2.2)
E{(e, *€p) * (6. % €4)} = Oup * Ocq (A.5.3.1i) (s. Anhang 5.2.2)

Der Ubergang auf die Erwartungswerte liefert:

& * & £ % & €1 * & & * &y g * &
1) 2 (3 (4) %)
£ * & 3xa0f | of xoy of xo1; | of xoqp of * oy
£ * & 2 0y *%01; | o %0 2
1*& 01 1i 1j 1i 1n 01
2
&1 % 81‘ 0-1]' 0-1]' * O1n 0q; * 0-1]'
£ %€ a? 01 * O
1% & in 1i * O1n
& * & of;
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& * & Si*Ej E * &y €j*€1 Ej*Ei Sj*Sj Sj*Sn En ¥ &1
(6) (7) (8) 9) (10) (11) (12) (13)
&% & af x af of * oy of * Oip of * 0y of * oy of * af of * Ojn of * oyp
2 2
€1 ¥ & Oj * 01 01i * 0jj 01i * Oin 01i * 01 01i * 0ij 0j * 01 01i * Ojn 01 * O1n
2 2 2
£1 % & of * 0y 01 * 0y 01 * Op i 01 * Oy of * 0y 01 * Oy 01j * O1p
2 2 2
€1 *&n O; *O01n O1n * O O1n * Oin O1n * 0qj O1n * Ojj 0j" * O1n O1n * Ojn Oin
2 2
& *& O * 01 01j * Ojj 01 * Oin 01i * 01j 01i * Ojj 0 * 01 01i * Ojn 01 * O1n
2y 3xa af * Oij af * o af 01j af * Oij af * sz af * Ojn af * o1
% c. 2 . . .. , 2 2 . . , .
& * & 0jj Oij * Oin Ojj * 0qj Oij 0" * 0jj Oij * Ojn Oij * O1n
g * & 2 Ojn * Oy Oin * O, 2 % g Oin * O o?
i *&n Oin in * 01j in * Ofj 0j" * Ojp in * Ojn in
, 2 , 2 . , . ,
g ¢ 0yj 01j * 0ij g * 01 01j * Ojn 01j * O1n
2 2
Sj*gi Jij o‘]- *Jij O-ij*o-jn O-ij*o-ln
x e z z . 2
81*81 3*0']' O}*O}n 0}*01n
g %€ a? Oin * O
J n in jn 1in
Ep ¥ E 0.2
n 1 in
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Ep * & En * & Ep * &y
(14) (15) (16)

& %8 of * Oin ot * Ojn of * oy
&1 % & 01 * Ojn 01i * Ojn 0-1% * 01
&1 * & 01j * Oip 01j * Ojn Ur%*o-lj
&1 *&p O1n * Ojn O1n * O-Jn 0_1% *O1n
& * & 01i * Ojn 01 * an O.T% * 01
g * & o} * oi o} * Oj o} x o?
& * & Oij * Oin Oij * Ojn O'r% * Oij
& *&n O'L%q Oin * Ojn Of * Opn
& * & 01j * Oin 01j * Ojn of * 0y
Sj * & ULj * Oin ULj * O}n 0_1% * aij
§*& | 9 %o of * Ojn of *on
& *&n Ojn * Oip 0.]211 0-1% * Ojn
&n * & O1n * Oin O1n * O}n O'r% *O1n
En * & Uizrl Oin * Ojn O'r% * Oin
En * & szn On * Ojn
En * & 3 x0p

Anhange Fehlertheorie

168



Anhéange 169

Es zeigt sich, dass die hier betrachtete Erwartmegform aquivalent ist zum einfachen dyadischesdBkt der vektorisiertei;;-Kovarianzmatrix mit sich selbst

vec(Cy) = vec(Cy)T zuziglich der vier FormeR « o7, 2 * o/, 2 * 01-4 und 2 = o5 an den entsprechenden Stellen der Hauptdiagonakdohe sich anhand des

T
folgenden Terms als ebenfalls dyadisches Produktelien lasser * vec (diag(diag((],,))) * (vec (diag(diag(cu))))

Aufgrund der Symmetrie beider dyadischen Produgtelie elementweise Auflésung der rechten oberdftéHrer Summe ausreichend:

E{(t® &) * (e ® &)T} = vec(Cy) * vec(Cy)T + 2 * vec (diag(diag(C”))) * (vec (diag(diag(C”))))

T

2 2
01 Oi1 0j1 On1 01 oj Oji Oni 01j 0ij
1) (2) 3) (4) (5) (6) (7) (8) 9) (10)
of 3xof | of xoy of * 01j of * o1y of * 0y of x of of * 0ij of * Ojy of * 01j of * Oij
2 2 2
Oi1 01 01i * 01j 01 * O1n 01 O * 01 01j * Ojj 01 * Oin 01i * 01j 01i * Ojj
2 2 2
gj1 01 01j * Ot 01 * 01 of *0yj 0y * 0y 01 * Oin o1; 01 * 0y
2 2
On1 O1in 01i * O1n O; *O01n O1n * 0y O1n * Oin O1n * 01j O1n * 0y
2 2
01 01 ;i * 0qi 01 * Ojj 01 * Ojn 01; * 01 01 * Ojj
af 3xaft af * oy af * o af x 0y af * oy
2 2
0j; 0ij Oij * Oin Oijj * 01j 0ij
2
Oni Oin Oin * 01j Oin * Ojj
oy o2 g1 * 0,
1j 1j 1j * Oij
o 2
i 0ij
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era Opi o o; o; o2
j nj in in jn n
(12) (12) (13) (14) (15) (16)
of af * of of * ajp of * 01 of * Oin of * aj of *x a}
2 2
Oi1 0j" * 0y 01i * Ojn 01i * O1n 01i * Oin 01i * Ojn On * 0y
2 2
Oj1 O * 01 01j * Ojn 01j * O1n 01j * Oin 01j * Ojn Op * 01j
2 2 2
On1 0_] *O1n O1n * O-Jn Oin O1n * Oin O1n * Gjn Op * O1n
2 2
01 O * 04 01i * Ojn 01i * O1n 01i * Oin 01i * Ojn On * 0qi
af af * sz af * Ojn af * o1 af * o af * Ojn af x of
2 2
Oji 0;" * 0jj Oij * Ojn Oij * O1n Oij * Oin Oij * Ojn On * O0jj
2 2 2
Oni 0" * Oin Oin * Ojn Oin * O1n Oin Oin * Ojn On * Oin
2 2
01j O * 01 01j * Ojn 01j * O1n 01j * Oin 01j * Ojn Op * 01j
2 2
Oij Oj" * 0jj Oij * Ojn Oij * O1n 0ij * Oin Oij * Ojn On * Ojj
of 3x0f of * Gjn of * T of * Oin of * Ijn of * oy
O i a? Oin * 0 Oin * O o’ 02 * 0;
nj in jin in jin in in n in
2 2
O1n Oin O1n * Oin O1n * O}n On * O1n
g; 0‘2 (o} * 0, 0'2 * O;
mn in mn jn n mn
2
Ojn Ojn On * Ojn
o2 3x0y
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A.5.4 Entwicklung der parameterseitigen Kovarianzareile 2. Ordnung nach
Grafarend & Schaffrin (1993)

Die Kovarianzmatrix der Paramet€y, wird in ihrem die Glieder 2. Ordnung betreffendénteil
C,x(2) von CRAFAREND & SCHAFFRIN (1993) abweichend zum Ergebnis dieser Arbeit asigewg,
jeweils bezogen auf die nichtlineare Varianzenfitatzung:

1
Car(®) = 3+ DHF D], * (Cu® Cu+ B EW) ® Cu® - ED + D3|~ (c37)

Die Beziehung (C37) ist jedoch aufgrund des daunitretenden Erwartungswertterms

E{I-E{)" ® €, ® (I - E{1})}

in der angegebenen Form nicht in datenverarbeiteBgstemen einsetzbar und verlangt so die Uber-
fuhrung jenes Terms in eine aquivalente geschlesBamstellung, welche der Arithmetik zuganglich,

in diesem Sinne finalisiert und damit vergleichgfj&tum Ergebnis dieser Arbeit ist.

Dazu sei vorbereitend die Definition des KronedRevdukts auf den Termd; @ C;; angewendet
(angegeben fur den allgemeinen Fall der 1. Beobaglit, der beliebigen Beobachtung&nund ;

und der letzten Beobachtuhg:

of xCy - 01 *xCy - oy xCy 01n*Cu\

| Gil*cll (J'L-Z*C” O'ij*C” O'L-n*C” |

C” ® C” = | , : : |
oj1xCy - 0xCy - of xCy - O *Cy
on1 *Cy - o *Cy - opjxCy g2 xCy

Die Anwendung der Definition des Kronecker-Produktg den zu uberfihrenden Erwartungswert-
term liefert mite; = [; — E{l;} fur das erste Produkt

A-E{)"Q@Cy= (g1%xCy - &*Cy - §*xCy - g, %Cy)
und so fir beide Produkte

I-E)"®C; @ U-E{)

= (ea*xCy - gxCy - §*Cy - g +xCy) Q (I-E{l)
g xe*xCy  gxgxCy  axgxCyp 81*€n*Cu\|
| eexe1xCy . &xg*xCy | gxg*xCy g xCy |
greyxCy | grgxCy | gxgxCy - grepxCy |
\gn*sl*cll cee gn*gl*cu cee gn*g]*cu cee En*gn*cll/
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Der Ubergang auf die Erwartungswerte fiihrt schipghuf

(012 «Cy .. ou*Cy . 0j*Cy Gln*cll\‘

ou*Cy  o?xCy . 0y*Cy oy *Cy

E{U-EN"®Cy @ (- E{)} = 5 : =
ou*Cu . ouxCu  ofxCy . O Cu)
On1*Cy = O xCy o 0y xCy - 02 xCy

= Cy®Cy

Damit vereinfacht und finalisiert sich Beziehun@{ zu

1 T
Cix(2) = 2" D%f(l)ho *(Cu®Cpy+Cy® Cyy) = D%f(l)|l

1 ) T
i DVf(l)le *(2xCyp @ Cy) * DVf(l)'z

1, 2 T
5* DHFDI, * (€ ® Cu) = DFF D]

In dieser finalisierten Form ist (C37) geschlossamithmetikfahig und vergleichsfahig zum Ergebnis

dieser Arbeit, das als (5.22) erkennbar von Bezig{C37) der untersuchten Quelle abweicht:
1 2
Cix(2) = —= DVf(l)|
4 lo
* <vec(C”) * vec(Cy)T + 2 * vec (diag(diag(C”)))

* (vec (diag(diag(cu))))T) * D[Z/f(l)|lOT

Die finalisierte Form der Beziehung (C37) nacRABAREND & SCHAFFRIN (1993) ist nicht aquivalent
zum Herleitungsergebnis dieser Arbeit fur die fiobare Varianzenfortpflanzung geman (5.22), wie

sich bereits mit der rechten oberen Halfte deearatn-Submatrix im mittleren Term

T
vec(Cy) * vec(Cy)T + 2 * vec (diag(diag(C”))) * (vec (diag(diag(C”))))

der symmetrischen Form (5.22) in Gegenuberstellarigder zugehdrigen Submatrix im adaquaten
Term

2xCyQCy
aus der ebenfalls symmetrischen Form (C37) zeiggst.|
Die Elemente dieser Submatrix sind in ihrem obéFeit einer Zelle als Herleitungsergebnis dieser
Arbeit (5.22) und ihrem unteren Teil der Zelle Risalisierung von (C37) angegeben.

Anhange Fehlertheorie



Anhéange 173

Tab. (A.5.4.1) Elemente der rechten oberen Halteedsten n,n-Submatrix aus mittlerem Term von

(5.22) (jeweils oberer Tabellenzellenteil) und ausC;; @ C;; (jeweils unterer Tabellenzellenteil):

2 .
(o2 Oi1 Oj1 On1
1) (2) 3) (4)
4 2 2
3 %07 gy * 01 01 * 0y gy * O1n
of
2 xof 2 % 0f * 0y 2x0fx0yj | 2x0f xopy
2
o1 01i * 01j 01i * O1n
Oi1 > 5
2% 02 * 0f 2 % of * 0y 2 x g2 * oy,
2 . %
01j 01j * O1n
0j1
2 % of * of 2% 0f * g
2
O1in
In1 2, 2
2 * o{ * off

Die Beziehungen (5.22) und (C37) sind damit nicjuialent.

Zur Verifizierung bzw. Falsifizierung beider konkigrender Ergebnisse sei die in der untersuchten

Quelle vorgenommene Entwicklung zundchst nachgetbild

A.5.4.1 Nachbildung der Entwicklung von GRAFAREND & SCHAFFRIN (1993)

Die Quelle RAFAREND & SCHAFFRIN (1993) leitet die Kovarianzmatrix der ParameteO2dnung

C,.(2) ausgehend von

» einer Taylorreihenentwicklung der vektorwertigemktiony = g(x) um den fixen Approxi-
mationsvektog, = x, und bis einschlie3lich zweitem Glied

* Beobachtungenw einer zunéchst beliebigen Dichtefunktion und désehvertvektorsu,,

her. Der konkrete Ansatz dafir lautet gemaR Berigh€33) und mit der vektorisierten Form der

Hesse-MatrixdH gemal (5.9c)

1 \
gx) =g(o) +] = (x—&o) +§*H* ((x=&0) ® (x— &) (C33]

und entspricht nach Subtraktion vg@&,) = y, der Form (5.5¢) fur die Summe aus erstem und

zweitem Glied der Reihenentwicklung fiir= g(x) bzw.x = f(I) mit

l =x (Zufallsvektor der Beobachtungen)
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lo =X (Approximationsvektor)

f =g(x) (Zufallsvektor der Funktionen)

E() =p, (Mittelwertvektor)

Df(l) =] (Jacobi-Matrix)

Dif(D=H (vektorisierte Form der Hesse-Matrix)
Cu =X (Kovarianzmatrix der Beobachtungen)

C.. =D{y} (Kovarianzmatrix der Parameter, Dispersionsmatrix)

Beziehung (5.5¢) ist mi¢ = 1 — E{1} (5.2) um den MittelwertvektoE (1) als Approximationsvektor
reihenentwickelt. FUr den Ansatz nach (C33) isb@dein beliebiger Approximationsveki&y vorge-

sehen, so dass dort mit Berticksichtigung des Migdl/ektorsu,, gilt
x—%= (x—mw)+ (@~ &) = (1~ ED) + (EWD) - lo) = £ + dl, mitdly = E() - I
In der Nomenklatur dieser Arbeit l&sst sich (C3&mSubtraktion vog(§,) somit schreiben als
dx = Df(D) * (e + dly) + % «* DEF(D) * ((+ dly) @ (e +dly))
Entsprechend des Ansatzes (5.6a) gilt fur die Pet@istochastik:
C.. = E{dx*dx"}

=E {(Df(l) * (e+dly) + % «DEfF(D * ((e+dly) @ (e + dlo))>

1 T
* <Df(l) *(e+dlp) + 5 Dif() * ((e+dly) @ (e + dlo))> }
=E {(Df(l) * (e+dly) + % «DEf(D) * ((e+dly) @ (e+ dlo))>

. ((s +dly)" *DFAD)T + % « (e +dlg) ® (e + dlp)) * Dﬁf(z)T)}

=E{Df(D) * (e + dly) * (¢ + dly)T * DF (DT +
1 T 2 T
= Df(D) = (g +dly) * (e + dlp) @ (e + dly)) *Dyf(D)
%* Dif(D) * ((e+dly) @ (e +dly)) * (e +dlp)T *DFDT +
%* Dif(D) * ((e+dly) @ (e+dly) * ((e+dlp) ® (e + dlo))T * D%,f(l)T}

=E{Df(D) » (e~ €" + exdly + dly x € + dly  dlf) * Df(DT+

%*Df(l)*(s*(sT®£T)+dl*(sT®dlg)+£*(dl£®£T)+£*(dlg®dlg)+
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dly« (7 @ &) +dly + (€7 @ dif) + dlo + (Al ® ") + dly + (dIf ® dlf) ) « DEF(D)T +

%*D[Z,f(l) *((e@e) e + (e Qdly) x € + (dly ® &) » " + (dly @ dly) = " +

(e ® &) * dl} + (¢ ® dly) * dl} + (dly ® &) * dl} + (dly @ dly) * dl}) « DF (DT +

1
i DIfD*((t®@e)*x(e"ReN+(e®e)*(fRdl))+(e® &)« (A ® ") + (e ® €)
* (dlf @ dIf) +
(e®dly) (" @) + (e R dly) » (6T R dlf) + (e ® dly) = (dIf ® ") + (¢ ® dly)
« (dIf ® dIf) +
(dly @ &)+ (" @)+ (dly ® &) » (6" R dl) + (dly ® &) * (dlf ® ") + (dly ® &)
« (dIf ® dIf) +
(dly ® dly) + (7 @ £7) + (dly @ dlo) * (7 @ dif) + (dlo @ dlo) * (dIf ® £7)
+ (dly ® dly) * (dIf @ dif) ) « DEF(D}
(A5.4.1)

Lediglich die inrot hervorgehobenen Terme finden sich in Beziehung)@8r untersuchten Quelle

(mit teilweise bereits aufgeldsten Erwartungswerten

1
Diy} =2y =JZ]' + 5] *[Z® (x = $0)" + (Hx = $0) ® ZIH'

+ H[Z®(Hx—fo)+(ﬂx—fo)®2]]'

Bl = N -

+-H[Z® (1 —§0) (e —§0)' + (x —E0)(Ux —§0) L+ (Uy —$0) R Z

® (s — £0)' + (s — £0)' ® E® Gty — E0)lH' + )
1
*E{(r — ) (o — )" @ (x — ) 3H' + S H + E{(x — 1) ® (2 — ) (x — )Y’

Ty
4
* [E{(x — ) (x — py)' ® (x — )} * (py — &0)' + (1 — $0)
* E{(x — ) ® (x — ) (x — )} + (I ® (px — &0))
* E{(x = o) (o — p)" @ (0 — pp)} + E{(x — ) @ (x — pp) (x — py)'}
(it~ &) @ DIH' + 2 H + ((x~ 1) (x 1) ® (2 — 1) (2 — 1))

—vecX(vecX)'|H' + o3
(C35)

Aufgrund des Fehlens von insgesamt 20 Einzelterimeg)C35) sowie des dort auftretenden zusatz-

lichen Terms
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—vecX x (vecX) = —vec(Cy) * vec(Cy)T

welcher der bisherigen Nachbildung der Entwicklwogn GRAFAREND & SCHAFFRIN (1993) nicht
entnehmbar ist, besteht bereits hier Inkonsistevigchen beiden Entwicklungen. Dies gilt auch fur
den Fall, dass die fehlenden Terme im Zuge der \Vdakl Mittelwertvektors als Approximations-
vektor sowie der Annahme (quasi-) normalverteiBEobachtungen nullwertig wirden, da diese
Inkonsistenz auch alleine aus dem o.a. zusatzlidreem resultieren wirde und dieser réj = 0

stets von Null verschieden ist.

Es fehlt ferner als formaler Mangel in der vorletzZeile von Beziehung (C35) vor der gedtffneten
geschweiften Klammer der Ausdruck
E|
dessen zugehoriger Term
1
—gFHH B =) * (0= )" ® (x — ) * (x — )"} < HY

1
= 7 DEf(D + E{(e <€) ® (e €N}« DIF T

im genannten Falle einzig werttragend fir die Aat@. Ordnung wird und den relevanten Mangel

aufweist, im Erwartungswert (s. Anhang 5.7)

T
E{(exeNH Q@ (exeMN}= €y ® Cyy+ 2 * vec (diag(diag(C”))) * (vec (diag(diag(cu))))
nicht aquivalent zum Erwartungswert

E{(t®@8)* (@)} =E{(c®&) (" @&}

T
= vec(Cy) * vec(Cy)T + 2 * vec (diag(diag(C”))) * (vec (diag(diag(C”))))

des ansonsten gleichen Terms zu sein, aus demheursipriinglich ergab, da beide Erwartungswerte
auf unterschiedliche Ergebnisse fiihren. Die Ageinalvon Termumformungen ist daher im Zuge des
Ubergangs auf (C35) in der untersuchten Entwicklwegigstens im eben betrachteten werttragenden

Term der Anteile 2. Ordnung verletzt worden.
Die Symbolikos steht in (C35) stellvertretend fir Terme dritteduhdherer Ordnung.

Die Falsifizierung der Entwicklung VONRBFAREND & SCHAFFRIN (1993) wird im Anhang 5.4.2 mit
einer Betrachtung des Uberganges von Beziehung) @8%C37) fortgefiihrt und abgeschlossen.

Die weitere Nachbildung der Entwicklung vOmR&AREND & SCHAFFRIN (1993) setzt an Beziehung
(A.5.4.1) an und fuhrt die Annahme ein, dass asrfiApproximationsvektoé, bzw. l, der Mittel-
wertvektorE(l) = I, gewahlt werden kann und sordity = E(l) — I, = 0:
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Cyx = E{Df(l) * (& * ST) * Df(l)T +
%* Df(D)*ex(ef @ €M) *» DEF(DT +%* Dif(D+(e®e)*” «DfF(DT +

3 DD+ (€ ® )« (7 ® M)« DFF)

Mit der weiteren Annahme (quasi-) normalverteilBobachtunger gilt — den Ausfuhrungen in
Kapitel 5.3.6 zu den Erwartungswerten flr Produéthigen mite und dem Kronecker-Produkt

& ® & bei (quasi-) normalverteilten Beobachtungen folgend

1
Cox = Df(D) * Cy* DF(D" + 3+ DYF(D) < E{(e @ &) * (" ® €M)}« DY V)

DF(W) » Cu» DFT + + DR () + El(e ® €) + (¢ ® )7} » DR

r, 1 p2
Df(D)* CuxDf(D" + 7+ Dyf(D)
* <vec(C”) * vec(Cy)T + 2 * vec (diag(diag(C”)))
T
« (vec (diag(diag(€w))) )« DHFWT = Coe) + €@
Mit
Cxx(z) =

%* Dif(l) * (vec(C”) * vec(Cy)T + 2 * vec (diag(diag(C”)))
(5.22)

* (vec (diag(diag(C”))))T> * DEF(DT

Somit ist gezeigt, dass sich das Ergebnis diedeeiditr die Kovarianzmatrix der Parameter nach den
Varianzanteilen 2. Ordnung ebenfalls anhand dekeiruntersuchten Quelle gewahlten allgemeineren
Entwicklungsansatzes mit urspriinglich nicht idesfiten Approximations- und Mittelwertvektoren

sowie Beobachtungen beliebiger aber symmetrischeiit&nnahme findet, falls spater die ldentitat

beider Vektoren sowie (quasi-) normalverteilte Bedtiungen eingefihrt werden.

A.5.4.2 Falsifizierung der Entwicklung nach GRAFAREND & SCHAFFRIN (1993)

Das Ergebnis dieser Arbeit fir die Kovarianzma@Gix (2) ist anhand der im Anhang 5.4.1 gefuhrten
Nachweise gesichert. Beziehung (C35) der untersacQuelle steht dazu in dem im Anhang 5.4.1

gezeigten Widerspruch und ist daher bereits inadtsifiziert.
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Die Entwicklung wird in der untersuchten Quelle Beziehung (C35) auf die obere Gleichung von
Beziehung (C37) mit Einfihrung des Mittelwertvelst@ats Approximationsvektor sowie der Annahme

(quasi-) normalverteilter Beobachtungen zunéchss&quent weiter gefihrt:

1 1
D{y} = Zy =Jz]' - ZHVGCE(VGCE)’H’ + ZH *E{(x — ) (x — ) ® (x — pp) (x — )} + H'
1
+ 03 =]2.']’+ZH[E®E+E{(x—ux)’®E®(x—ux)}]*H’+o§
(C37)

Jeweils ohne Beachtung des Tef@g’' = C,,(1) fir die Varianzenteile 1. Ordnung ergibt die obere
Gleichung von (C37) mit der Identitét (s. Anhang)5.

T
E{(ex €N Q@ (exe")}=Cy ® Cyy + 2 * vec (diag(diag(C”))) * (vec (diag(diag(C”))))
aufgeldst

2 * DD » vec(Cy) « vee(Cu)” = DR +

1 T

i Dif(D) « <Cu X Cy + 2 xvec (diag(diag(C”))) * (vec (diag(diag(C”)))) ) * DEF(DT
__1 T Ty 2 £(N\T
=-z" D (D) * vec(Cy) * vec(Cy)" * DEF(DT + - * DYF(D « (Cy ® Cy) « DEFDT +

1 T
i Dif(D) * <2 * vec (diag(diag(cu))) * (vec (diag(diag(C”)))) > +* DEfF(DT
Die Auflésung der unteren Gleichung von (C37)isAnhang 5.4 gezeigt und ergibt

1
—*D Pf (D *(Cyu ® C) * DEF DT

Die Differenz beider Ergebnisse ist den 0.a. DHtstgen entnehmbar als

1

—*D (D (Cy®Cy) «DEFDT —

( 1 T T 2 f(I\T
—Z*va(l)*WC(CU)*WC(CU) «*DEfF(DT + —*D vf(D)*(Cy @ Cy) xDyf(D)" +

1 * DEF(D) « (2 * vec (diag(diag(C”))) * (vec (diag(diag(C”))))T> * D%f(l)T>
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1 1
=7+ DVF (V) « vec(Cy) xvec(Cu)" * DFDT + 7+ DHf(D) * (Cu ® Cu) * D (DT —
1 T
i Dif(D) « (2 * vec (diag(diag(C”))) * (vec (diag(diag(C”)))) ) * DEF(DT

1
=" Dif(D) <U€C(Cu) xvec(Cp)T + (Cy @ Cyy) — 2 * vec (diag(diag(cl,)))
T
* (vec (diag(diag(C”)))) ) * DEf(DT

Im Falle einer Aquivalenz beider Gleichungen wées Hlammerterm gleich Null und es miisste

gelten

T
vec(Cy) x vec(Cy)™ + (Cy ® Cy) = 2 * vec (diag(diag(C”))) * (vec (diag(diag(cu))))

T
Da sich der Ternvec (diag(diag(cu))) * (vec (diag(diag((],,)))) jedoch nur auf einige Haupt-

diagonalenelemente der zugehdrigen quadratischérxNaswirkt und sich die Termg&; & €y und
vec(Cy) * vec(Cy)T wie in Anhang 5.4 gezeigt in ihren Elementen ab&érder Hauptdiagonalen
strukturell unterscheiden, kann die fehlende Adeiva von oberer und unterer Gleichung aus (C37)
und so eine weitere Inkonsistenz in der Entwicklnagh (RAFAREND & SCHAFFRIN (1993) gezeigt
werden, denn die Elemente aulRerhalb der Hauptdidgorder quadratischen Matrix auf der linken
Gleichungsseite sind so im Gegensatz zu ihren Pésdier Matrix auf der rechten Gleichungsseite
von Null verschieden, die zugehdrige Gleichung nifiillt und somit die Differenz zwischen der

oberen und unteren Gleichung von (C37) ungleich.Nul

Es ist daher nicht von einer durchgangigen Konssianerhalb der betrachteten Herleitungsskizze

fur die Fehleranteile 2. Ordnung nacRABAREND & SCHAFFRIN (1993) auszugehen.

Beziehung (C37) zur nichtlinearen Varianzenfortpflang hach BAFAREND & SCHAFFRIN (1993) ist
aufgrund des Widerspruchs zum konsistenten Henlg#ergebnis dieser Arbeit (5.22) sowie aufgrund

der fehlenden Konsistenz innerhalb der Herleitumgletrachteten Quelle falsifiziert und abzulehnen.

A.5.4.3 Falsifizierung der Verzerrungseffekte fir ée skalare Beobachtung und einen skalaren

Parameter nach GRAFAREND & SCHAFFRIN (1993)

Die Falsifizierungen von drei auf eine skalare Babttung und einen skalaren Parameter bezogenen

Verzerrungseffekten nachREGFAREND & SCHAFFRIN (1993) sind nachfolgend gezeigt

Anhange Fehlertheorie



Anhénge 180

A.5.4.3.1 Falsifizierung des geometrischen Verzerngseffekts nach RAFAREND & SCHAFFRIN
(1993) fur eine skalare Funktion mit einer skalarerBeobachtung beliebiger symmetrischer

Dichtefunktion und beliebigem Approximationspunkt (C29)

Grundlegend ist hierfir die Taylorreihenentwickludgs Parameters aus Beziehung (C28) der
betrachteten Quelle (dort gls= g(x) bezeichnet), welche fir den allgemeinen Approxiomespunkt
&, = 1, und der stochastischen beobachtungsbezogenen @réfie— [, mit Beziehung (5.4a) dieser

Arbeit Gbereinstimmt. Im Ubergang auf Beziehung CBt jedoch fiur die Bildung des parameter-

* dl gleich Null angenommen worden,

lo

bezogenen Erwartungswertggx} der Term 1. Ordnun%’f

obwohl bis zu dieser Stelle noch keine Spezialisigrauf den Approximationspunkt als Mittelwert
(lo * E(l)) oder normalverteilte Beobachtungen vorgenommendevurnd daher noclt{dl} =
E{l—1,} # E{l— E(1)} = 0 gelten muss. Dariiber hinaus ist im Ubergang aufieBeng (C29)
unzulassigerweise bereits der sich aus diesen @isémiungen ergebende Erwartungswaeft der
FormE{dl?} = E{e?} eingesetzt worden.

Die sich aus (C29) unter der Annahme dieser SpeEaingen ergebende Identitat (C31) ist jedoch
korrekt und enthélt im zweiten Term den entspredbarParameterbias 2. Ordnung gemalf Beziehung

(5.16) dieser Arbeit auf der rechten Gleichungsseit

A.5.4.3.2 Falsifizierung des stochastischen Verzenmgseffekts nach ®RAFAREND & SCHAFFRIN
(1993) fir eine skalare Funktion mit einer skalarerBeobachtung beliebiger symmetrischer

Dichtefunktion und beliebigem Approximationspunkt (C30)

Der hier betrachtete stochastische Verzerrungdeftekl mit seinen Varianzanteilen 1. und 2. Ord-

nung als Streuung?(1 + 2) des Parameters (iber den Ansatz?(1 + 2) = E{dx * dxT} mit dx

2
* dlz>
lo

(% . 2+6x PO
= —_— * —_— * *
atl,, al FIE

gemal (5.4b) erhalten zu

1 0%

) ox
ox(1+2)=o0y=E i

*
lo

2
* dlz>
lo

2
) «E{dl*}  (A5.4.2)

ar + 2o (2
* — % | ——
2"\

lo 0

0°%x E{dI®) + 1 (0%
* — k — % | ——
NTE 2"\ o

lo

ol ol

ax; \° d
a§(1+2)=<—x ) *E{dlz}+—x
lo

lo

Die zugehorige Beziehung (C30) der betrachteterl®asthalt zwar die drei Summanden vghaus
Beziehung (5.23), aber auRerdem drei weitere Temmdeweicht somit von der korrekten Darstellung

von ¢ ab. Ferner ist im Ubergang auf Beziehung (C30ulissigerweise bereits der sich aus den

Anhange Fehlertheorie



Anhénge 181

vorgenannten Spezialisierungen ergebende Erwamamys? der FormE{dI?} = E{?} im aus-

schlieBlich auf die 1. Ordnung bezogenen Anteijesetzt worden.

A.5.4.3.3 Falsifizierung des stochastischen Verzenmgseffekts nach ®RAFAREND & SCHAFFRIN
(1993) fiur eine skalare Funktion mit einer skalaremormalverteilten Beobachtung und mittel-
wertigem Approximationspunkt (C32)

Die hierfiir geltenden Spezialisierungen fiihren diafErwartungswert&{e?} = o7, E{e3} = 0 und

E{e*} = 3 * ;' und somit ausgehend von Beziehung (5.23) auf

. ax| \ - 3 [0%x
= | — * —_% | —
=\atl,) " T\

Die zugehotrige Beziehung (C32) der betrachtetenlQeathalt zwar den ersten Summand, weicht

) * oyt (A.54.3)
lo

jedoch im Koeffizienten des zweiten Summanden -;msi;ttatt% ab und ist daher als nicht korrekt

zurickzuweisen.
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A.5.5 Quantifizierung von Nichtlinearitat und Verzerrung in nichtlinearen L2-

Norm-Schéatzungen nach EUNISSEN (1989)

Der Inhalt des Anhangs 5.5 gibt die QuellJNISSEN(1989) libersetzt und sinnvoll gekiirzt wieder.

Eigene Ergdnzungen dazu si grau unterlegt dargestellt.
Anmerkung zur Bias- bzw. Fehlerbezeichnung:

Die hier betrachtete QuelleEUNISSEN (1989) verwendet die Bezeichnuhg einheitlich sowohl fiir
einen Beobachtungsbias 1. oder 2. Ordnung als fimainen deterministisch-systematischen Fehler-
anteil V;. Zur genaueren Unterscheidung wird aber im Rahjereer Wiedergabe flr deterministisch-

systematische Fehleranteile die originale Bezeiobti durchV; ersetzt.

A.5.5.1 Einleitung und Zielsetzung

In der Geodasie sind nahezu alle relationalen Zosarthange zwischen den Beobachtungen und dem
Parameterraum nicht linear. Ein lineares Modell Zbbildung der Beobachtungen auf die gesuchten
Parameter liegt lediglich fir das reine geometeshlivellement vor. Fir geodatische Schatzer wirft
dies die Frage nach der grundsatzlichen Kompdtibiingewendeter linearisierter Modellbildungen
mit dem konkreten, nichtlinearen relationalen Mbdakth (5.1) auf.

Obwohl die meisten nichtlinearen Modelle lediglahe gering ausgepragte Nichtlinearitat aufweisen,
ergibt sich aus dem Kompatibilitatsproblem die Nexwigkeit, ein Mal3 fir diese Nichtlinearitat der
nichtlinearen Modelle und Methoden zur Prifung emie ausreichende Naherung der linearisierten
Modelle zu finden.

Dafir ist die Ermittlung der Auswirkung der Nichtiaritat auf die Eigenschaften der Dichte- und
Verteilungsfunktion dieser nichtlinearen Modellel(&tzer) ein moglicher Ansatz.

Alle Ableitungen und Formelbeziehungen des Anhahi§sbasieren auf dem nicht Uberbestimmten

Fall der Varianzenfortpflanzung.
A.5.5.2 Bestimmung der Verteilungseigenschaften rdinearer Schatzer

Seil eine vektorielle Zufallsvariable der Beobachtunged f = f (1) eine nichtlineare Funktion im
Sinne eines Modells zur Umformung der Beobachtungeten Parameterraum) so liegen folgende
Methoden zur Bestimmung der Verteilungseigenschafte f vor, welche jedoch aus verschiedenen
Grinden nur sehr eingeschrankt praktisch anwerglbdrund in dieser Zusammenstellung nicht den

Anspruch auf Vollstandigkeit erfullen:
A.5.5.2.1 Monte-Carlo-Methode

Die Aufstellung der Verteilungseigenschaften yoarfolgt empirisch anhand stochastischer Resultate
fur den Parameterraum, welche sich aus der Mittekarschiedener Situationen zuféllig verteilter

Beobachtungen ergeben. Diese Methode hat den Veiteir besonderen Eignung fur nichtlineare
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Relationen zwischen Beobachtungen und gesuchtesami@gern und den Nachteil einer fehlenden

Moglichkeit zur geschlossenen Formeldarstellung.
A.5.5.2.2 Asymptotische Theorie

Unter der Voraussetzung einer grof3en Anzahl vorbBelstungen werden die Eigenschaften nicht-
linearer Schatzer — insbesondere die Verteilungsimm der nichtlinearen Abbildung — ermittelt.

Bei zusatzlich nur geringen Schatzfehlern werdesobdere mathematische Vereinfachungen ebenso
wie klassische Grenzwertbetrachtungen (2;B.,,) moglich. Infolge der Voraussetzung einer grof3en
Anzahl an Beobachtungef (, ,,) kbnnen jedoch die Anforderungen an praktische émdungen nur

eingeschrankt erfillt werden.
A.5.5.2.3 Theorie der Zusammenhange zwischen Dichtend Verteilungsfunktion

Es besteht die grundsatzliche Randbedingung ddiilitimg geeigneter Taylorreihenentwicklungen,
falls die Anwendung der exakten Methoden dieseofibén einem speziellen Problemfall unméglich

sein sollte.

a) Fur die erste Methode sind die Dichtefunktip@l) der Ausgangsgréfien (Beobachtungennd

das nichtlineare Modell bzw. die nichtlineare Adbihg f(I) gegeben und die Verteilungsfunktion
P,(x) vonx = f (1) gesucht. Fur deren kumulative Form gilt (##ob = Wahrscheinlichkeit):

P (x) = Prob(g < x) = Prob(f(l) < x) = f(llm) )pl(l) * dl (A55.1)

Nachteilig ist, dass die gewunschte Wahrscheinéthf/erteilungsfunktion)?, (x) nicht fur jedese

einfach ermittelbar ist.

b) Fur die zweite Methode ist die Dichtefunktipp(x) der gesuchten Parametegegeben, welche

sich unter bestimmten Bedingungen fir die Abbildsfagktion f abh&éngig von der Dichtefunktion

pi (D) der AusgangsgrolRdrdarstellen lasst:

p(f 1)

Y 7 A55.2)
Sf(f1(x) (

pg(x) =

Nachteilig ist die Notwendigkeit der Inversgn®(x) der nichtlinearen Abbildungsfunktigh

c) Die dritte Methode sucht nach speziellen Momemter Verteilung vorf (1), z.B. dem Mittelwert
E{f (D} und der Varian¥ ar{f (1)} von f (1):
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E{f(D} = f f) *p (D) *dl (A.5.5.3a

Var(f (D)} = f (F(D) — EFON? * pu() * dl (A55.3b

Nachteilig ist die im Allgemeinen sehr hohe Kompi&ixder zugehdrigen Berechnungen, welche in
hohem Mal3e von der Natur vgnund p; abhéangt und fir den multivariaten Fall — ihals Vektor —

besonders ausgepragt ist.
A.5.5.3 Verzerrung nichtlinearer Schatzungen

Betrachtet sei die allgemeine Verzerrumgeines beliebigen nichtlinear geschatzten Parameter
Grundlage daflr ist die Aufstellung eines Naherwmagtesx, fir den Mittelwertx Uber eine Taylor-

reihenentwicklung fux, = f(lp) bis einschlief3lich zweitem Reihenglied:

1 :
Xo= flo) = fD+&f D)+~ D+ - D"« &5f(D* Lo —D (A55.4a

Mit den nachfolgend verwendeten Bezeichnungen

6 f() =Df(l) (Jacobi-Matrix der 1. Ableitungen der Parametehnden Beobachtungen)
S5F(D =Déf(l) (Hesse-Matrix der 2. Ableitungen der Parametehmisn Beobachtungen)

lasst sich Gleichung (A.5.5.4a) nié f(I) gemal (5.9a) auch schreiben als
1 A}
Xo=fO+DFD* o —D+7+ o~ DT« DHfFD) * (Ip — D (A.55.4b

Auf dieser Grundlage erfolgt mit Einfuhrung vél, — 1) als Summe der beobachtungsbezogenen
Anteile & (stochastisch) unl; (systematisch) — kontrastierend zur Einfihrung ¢y 1) als rein
stochastische GroRRe an gleicher Stelle in Kapit8l15— die Ermittlung der parameterbezogenen

Verzerrung (al8iasb,.)
b, = f(E{l}) — E{f (D} (A.5.5.53)

zu b, = 0 fur den Fall eines unverzerar(biased und damit erwartungstreu geschatzten Parameters
E{f(D} = f(E{1}) und fur den allgemeinen Fall mit den Verzerrung¢giéen 1. und 2. (1+2) Ordnung
und mitD?£(I) geméaR (5.9a) zu (mipur = Spur des Matrixarguments)

1 1 ,
b,(14+2)= Df(D)*(e+V)+ 5% spur(Dgf(D) * Cyy) + 5% Vi *Df(D+V, (A55.5b1
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Dabei wird die Herleitung von Beziehung (A.5.5.5Biber den Ansatz zur Ermittlung der Stochastik
1. und 2. Ordnung fiir vektorwertige Funktionen wektorwertigen beliebig verteilten Beobachtungen
eines beliebigen, nicht erwartungswertgleichen Agpnationsvektors gemald Beziehung (A.5.4.1),
jedoch unter Beachtung der speziellen Bedingungemie Normalverteilung sowie spezialisiert auf
eine skalare Funktion, gefiihrt. Der beobachtungsimze AnteilV; entsteht infolge der Abweichung
des Approximationsvektors vom Mittelwertvektor dBeobachtungen als beobachtungsbezogener

Nichtzentralititsparameter.

Die Abweichungl, — I einer Beobachtungvon ihrem nicht zwingend wahren Wetist so formal

in Form einer auf den Beobachtungsraum bezogenezektang eingefiihrt worden zu

E+V;=1p—1 (A.5.5.6)

Die Art der im dritten Terrr%* Vi *Déf(l) * V7, in Beziehung (A5.5.5b1) VONEDNISSEN (1989)

vorgenommenen Produktbildung fiihrt stets auf eibverl Vektor bzw. einen Skalar, so dass die
Beziehung (A.5.5.5b1) in dieser Form im Parametenrdediglich skalarwertig ist. Die zugehdrige
vektorwertige Form fiir (A.5.5.5b1) ergibt sich antiaer Einfiihrung der vektorwertigen Formen fir
den zweiten und dritten Term n f(I) geméan (5.9c)

bo(2) =5+ (DD » vec(Cw)) + 5+ DHF ) + (7, ® 7) (A5.5.50)

als deterministisch-systematisch induzierter Patarbis 1. und 2. Ordnurig,(1 + 2) zu

B.(142) = Df(D)* (e + 7)) +3+ (DFF() = vec(Cu) + 5+ D)+ (7, ® ¥ (A5S5:5b2)

Der erste Term von (A.5.5.5b1) bzw. (A.5.5.5b2)déil den Anteil des Parameterbias 1. Ordnung
b, (1) bzw.b, (1) gemaf Beziehung (5.27b).

Dabei gilt fir den Ubergang auf die vektorwertiger des zweiten Terms in (A.5.5.5b1):

Mit Déf(l) = Cy}, Cy = Cyuvwstoch UNAE = Vg, €rgibt sich aus der Identitét des Anhangs 2.3
spur(Dgf (D) * Cy) = € * DG (D) » £ und mit (5.12) weitee” « DL f(D) £ = DGf(D) = (¢ ® ).

Mit der Erwartungswertforni{e ® £} = vec(Cy,) gilt dannDZf (1) * (¢ ® €) = DZf (1) * vec(Cy)

und somit SChIieBIiCbpur(D%f(l) «Cy) = DEf(D) * vec(Cyy).

Fur den Ubergang auf die vektorwertige Form dessedriTerms in (A.5.5.5b1) gilt Beziehung (5.12)

mit V; anstelles.

Fir den nicht Gberbestimmten Fall einer beliebigbar identischen Anzahl von Beobachtungen und
Parametern stellen alle drei Terme in (A.5.5.5R)ttonskompatible Spaltenvektoren dar.
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Die parameterbezogene deterministisch-systemaimsitizierte Verzerrung, ist gemal Beziehung
(A.5.5.5b1) bzw. (A.5.5.5b2) als Parameterbiagdférl. Ordnung, (1) abhangig von

» der beobachtungsbezogenen deterministisch-systanati Verzerrung,

» dem zufalligen beobachtungsbezogenen Fehlerantell
und flr die 2. Ordnung, (2) zusatzlich von

» den beobachtungsbezogenen Genauigkeiten in ForiadarianzmatrixCy,

» der Nichtlinearitat der Abbildungsfunktigh

und lasst sich fur die 2. Ordnung auch als ein Kalie Auswirkung der Nichtlinearitat vofi auf
die gesuchten Parameter bzw. Zielgrogenterpretieren. Dabei sind alle drei auf den Patanbias

b,(2) bzw.b, (1 + 2) Einfluss nehmenden Grdéf3en grundséatzlich voneirmanubhéangig.

Analog zur Reihenentwicklung der Beziehung (A.5} der ZielgroRer, nach den Residudit, — 1)
bzw. Verzerrungen des Beobachtungsraumes lasstpsichipiell auch umgekehrt der Erwartungs-
wert einer Beobachtung{l} als Ausgangsgrof3e nach den Residuen der Zielg@e(A.5.5.5a) mit
Termen bis einschlieB3lich 2. Ordnung reihenentwitkaus denen sich als VergleichsgroRe wiederum
ein allgemeines Eigenwertproblem zur Netzverzermniigden Termen bis einschlieR3lich 1. Ordnung

als ReferenzgrofRe und bezogen auf den Beobachawmgdrerleiten lasst.

A.5.5.4 Quantifizierung der Nichtlinearitat der Bedachtungsgleichungen

Die Verzerrungen in nichtlinearen Schatzungen rmshMethode-der-Kleinsten-Quadrate (L2-Norm)

finden ihre Ursache in der Nichtlinearitat der Bacitungsgleichungen
E{x}= f(D (A.5.5.7a)

welche das zwischen den Beobachtungen und denr@adg bestehende originale relationale Modell

aus Beziehung (A.5.5.7a) in einer linearisierted differentialisierter{Al, Ax) Form abbilden zu
E{Ax} = Df(ly) = Al (A.5.5.7b)
Die parameterbezogenen Genauigkelgnergeben sich daraus fir die originale nichtlindayem zu
C.x = E{(x — E{x}) x (x — E{(x})T} (A.5.5.8a)
und entsprechend fiur die linearisierte Form zu

C.x = E{(Ax — E{Ax}) * (Ax — E{Ax})T} (A.5.5.8b)
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Das im Parameterraum stets verbleibende Residuustizen dem Ergebnis der L2-Norm-Schatzung
E{f(lp)} = E{f (D} und dem wahren (Stichproben-) Ergebf{&{l}) ist also linearisierungsbedingt
und daher als Restglied 2. Ordnutydl) und gleichermal3en Bias m!)%f(l) gemal (5.9a)

1
Ry(D) = > Al" « DG (D) = Al (A.55.9

im Kollektiv mit seinen Grenzwerten zur Quantifiziag der Nichtlinearitat geeignet; fur ein originar
lineares Modellf ist wegen fehlender LinearisierungBp(l) = 0 und f(E{l}) = E{f(1)}. Die L2-
Norm-Anwendung sollte daher in diesem Fall bengitisder ersten Iteration das endgultige Ergebnis

liefern.

Es ergeben sich aus der Betrachtung Refl) nach (A.5.5.9) folgende Momente zur Quantifizigrun
der Nichtlinearitat:

a) Obergrenze fiR, (1) aus den Beobachtungsgleichungen durch Auswertengidzelelemente der

Hesse-MatrixD f (D):

L
|R§(l)| < %*n* ||Al||2,
(A.55.10

. - i =1, ...,u (Parameter)
.2 i < 1 I’ ) )
falls |D1kf O < ¢ mltj,k =1, ...n (Beobachtungen)

Die Erzeugung der benétigten Skalateyelingt tiblicherweise auf relativ einfachem Welgachteilig

ist die fur groRe Netze zu pessimistische GrolZenorg dieser Obergrenze.

b) Unter- und Obergrenze fig, (1) auf der Basis extremaler Eigenwettder Hesse-Matri)Déf(l):

min

1 . . 1 . .

5 ALk ||Al||2 < RLY(D < 5 A * ||Al||2, mit i = 1, ..., u (Parameter) (A55.11
c) Mittelwert fiirR, (1):

) 1 \

E{RS(D} = 5% spur(D2f (1)  Cy), mit i = 1, ...,u (Parameter) (A55.12

A.5.5.5 Geometrische Verzerrung der aus den Zielgf&en L2-Norm-geschatzten Ausgangs-

gréRen

Es seil = [(x) die linearisierte L2-Norm-Schéatzung der urspricigth AusgangsgroRkeaus der
urspriinglichen ZielgroRe. Gesucht sei eine Naherung fir die L2-Norm-bezeg@eometrische)
Verzerrung der 2. Ordnurlgy(2) = E{I} — 1 = E{i(x)} — [(E{x}).

Es bestehe fur die umgekehrte Abbildungsrichtunglvauf den Zufallsvektox das bereits bekannte
und zul gegensinnige nichtlineare Modél{x} = f(I) nach (A.5.5.7a), das sich durch Anwendung
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des Modells! wegen der Gegensinnigkeit vérund f mit Beachtung beider Seiten der Gleichung

(A.5.5.7a) entwickeln lasst zu
I(E{xH=I(fi») =1 (A.5.5.13)

Gegentber dem urspringlichen relationalen Zusamamgnbwischen Beobachtungs- und Parameter-
raumx = f(I) hat in (A.5.5.13) eine formale Vertauschung vorsgangs- und Zielgrol3en stattge-

funden. Die Verzerrung;(2) der L2-Norm-geschatzten GroRergibt sich wegen der Nichtlinearitat
der Abbildungsfunktiorf (I) bzw.[(x) sowie der Genauigkeiten der Groamdx als Fehleranteile

2. Ordnung fud = [(E{x}) zu
bj(2) = Qu*Df(D)" * Qxx * by(2) (A.5.5.14a)

mit dem Bias 2. Ordnung fur déden Parameter
1 :
by, (2) = —5* spur(Déf(l)i * Cyp) (A.5.5.14b
und mitD% of (D gemal (5.9a).

Die Berechnung der auf die AusgangsgroRéezogenen Verzerrunig(2) u.a. anhand der auf die
ZielgroRenx bezogenen Verzerrunby, (2) bildet Uber jene Vertauschung den zu (A.5.5.5A).b

(A.5.5.5b2) aus Anhang 5.5.3 fir die Grof¥(2) und b,(2) umgekehrten Zusammenhang ab;
jene beiden GrofRen stehen daher Uber die L2-Nométdeng prinzipiell im relationalen Zusammen-

hang und induzieren sich dadurch gegenseitig.

A.5.5.6 Stochastische Verzerrung des L2-Norm-gesdaéen parameterbezogenen Residuenvektors

Die Verzerrung des nach der L2-Norm geschéatztearpaterbezogenen Residuenvektors definiert

sich linearisierungsbedingt als dessen VarianZar2eiOrdnung und ergibt sich zu

i =1,..,u (Parameter)
j =1,..n—u (Beobachtungen)

b 1
5= ——x% *
e 2 o®

IIMI

(A55.15

mit
mit den Eigenwertehnj aus dem allgemeinen Eigenwertproblem undDﬁif(l) gemal (5.9a)
|n] * Qxx * DGF(D =A% Q| =0 (A.5.5.16)

Die Verzerrunghs hangt daher von folgenden Gré3en ab:
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+ A-priori-Varianz der Gewichtseinheit?
* Nullraumvektorenn; der Matrix Df(l) der ersten Ableitungen der gesuchten Parameter
nach den Beobachtungén

* Zun,; gehorige Eigenwertk:nj
A.5.5.7 Skalare Quantifizierung der Verzerrung

Skalare stellen eine Mdglichkeit zur kompakten Qifiaierung der auf der Linearisierung nicht-

linearer Modelle bzw. nichtlinearer Abbildungsfuiokten beruhenden Verzerrung dar.

Dabei lauten die geometrischen, auf die Beobacktubgzogenen Verzerrungsanteile

2 2
||bi||0” = ||PDf(l) * b, | o (A.5.5.17a)
und die stochastischen, auf die Parameter bezod&rerrrungsanteile
2 i 2
belly,, = [1PBya = bl (A55.17b)

Mit den Nullraumvektorem; (j = 1, ...,n —u) als orthonormale Basis des orthogonalen Komple-
ments zum Rangraum vdyf (1) ergibt sich der in (A.5.5.17b) enthaltene Projelﬂéf(,) Zu

n-u

Pljif(l) = Z n;*nf * Qyy (A.5.5.18a

=1

~.

und aufgrund der Orthogonalitat vﬂjﬂ,} ZuPpg(y aus (A.5.5.17a) weiter
Ppsy = I — Ppsgy, mit I = Einheitsmatrix (A.5.5.18b)

Es zeigt sich, dass die Verzerrungsanteile der &dahngenb; durch die tangentiale Komponente
der Hesse-MatrbDéf(l) von Df (1) und die Verzerrungsanteile der Paramétedurch die normale

Komponente dieser Matrix bestimmt werden.

Man erhélt globale Obergrenzen fur die Verzerrunggske aus (A.5.5.17a) und (A.5.5.17b) zu

2
||bz||Q“ < ikl (A.5.5.192)

[1belly < |ibxll,, (A.5.5.19h)
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Auf die Einzelbeobachtung individualisierte Obergrenzen ergeben sich fir gieBeziehung
(A.5.5.17a) abgebildeten geometrischen Verzerrurtga der Beobachtungen Uber die Cauchy-

Schwarzsche-Ungleichung zu

|b1]| < oy * ||bz||Qu < oy * ||bx||Qxx’ mit j = 1,...,n (Beobachtungen) (A.5.5.20a)

Auf den Einzelparametérindividualisierte Obergrenzen ergeben sich firidi¢A.5.5.17b) abgebil-

deten stochastischen Verzerrungsanteile der Pagamdtdieselbe Weise zu

|b5| < a1 *

|bsl

< 0gi* ||bx||Q , mit i =1, ...,u (Parameter) (A.5.5.20b)
QXX xx

A.5.5.8 Fazit zur Quantifizierung von Nichtlinearitatseffekten

TEUNISSEN (1989) zeigt Moglichkeiten zur Quantifizierung vdichtlinearitat und Verzerrung in
nichtlinearen Schatzungen nach der Methode-demKien-Quadrate (L2-Norm-Schétzung) auf, da in
der Geodasie fast ausschlie3lich nichtlineare Medalir Umformung der Beobachtungen auf die
gesuchten Parameter vorliegen und diese Modelldig&irAnwendung von L2-Norm-Schéatzungen
linearisiert sein mussen. Die sich daraus fir diet#ichtungen und insbesondere die Parameter erge-
bende VerzerrungBias) ist fur erwartungstreue Schatzungen — also olemekinfluss beobachtungs-
bezogener deterministisch-systematischer Fehldl@anrtéhauptséachlich vom Grad der Nichtlinearitét
des origindren Modells aber auch von den A-pricen@uigkeiten der Beobachtungen abhéngig, aber
grundsatzlich durch diese Nichtlinearitat induzié&wtis diesem Grunde bilden die in konventionellen
Ausgleichungen vernachlassigten Anteile 2. Ordnalsglinearisierungsbedingte Residuen die Basis

der Quantifizierung von Nichtlinearitét und Veraerg.

Es wird die Fortpflanzung von beobachtungsbezogéfaianzanteilen (als zuféllige Fehleranteile)
sowie von beobachtungsbezogenen deterministis¢bragtischen Fehleranteilen (als Beobachtungs-
biasb;) zum Parameterbias fir die 1. und 2. Ordnbp@ + 2) in nichtlinearen Modellen einer ska-
laren Funktion mit vektorwertigen normalverteiltBeobachtungen gezeigt. Dabei bestehen fir den
durch beobachtungsbezogene deterministisch-syssmimatFehleranteild; induzierten Parameter-
bias fur die 2. Ordnung, (2) zusatzliche Abhéngigkeiten zu den GenauigkeitenBég®bachtungen
(KovarianzmatrixCy;) sowie zur Nichtlinearitat der Abbildungsfunktigr(Hesse-MatrixD? £(1)).

Die aufgezeigten Quantifizierungsansatze stutzeim zB. auf die Bestimmung oder Betrachtung der
Verteilungseigenschaften der das Modell realisigeenAbbildungsfunktiorf (1), die Entwicklung der
Parameter nach einer Taylorreihe bis einschlief#wbitem Reihenglied oder die Anwendung des all-

gemeinen Eigenwertproblems mit Beteiligung der IdeMatrixDéf(l).

Die Quantifizierungsergebnisse stellen sich dabeveder in vektorieller, auf die Beobachtungen oder
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die Parameter bezogener Form oder in kompakter a\ais Skalar dar. Fir beide Formen werden
Ober- und Untergrenzen gezeigt, wie im Falle deshststisch induzierten, also auf eine erwartungs-
treue (unverzerrte) Schatzung bezogenen Paranste2bOrdnung mit diesen Grenzen als extremale
Eigenwerte der Hesse-MatrBZ f(1). Skalare Quantifizierungsergebnisse stiitzen sicllie Verzer-

rungsanteile der Beobachtungenneben dem Parameterbilag auf den ProjektoP ) und so auf
die tangentiale Komponente der Hesse-MaDé<f(l); fur die Verzerrungsanteile der Paramehgr
tritt an dessen Stelle der dazu orthogonale Prmxjdk,tf(,) und damit die normale Komponente von
Déf(l). Die zugehdorigen Obergrenzen ergeben sich miEdereitsmatrixI an der Stelle dieser Pro-

jektoren.

Alle Betrachtungen bleiben dabei formal auf dermniderbestimmten Fall beschrankt.
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A.5.6 Ubersicht der systematischen und stochastiseh Identitaten einer
skalaren Funktion mit einer skalaren Beobachtung bkebiger Dichtefunktion

fur die Anteile 2. und 3. Ordnung

In diesem Zusammenhang ist die dimensionsd@efey relevant, die sowohl auf eine Gruppe
von Messungen als auch auf deren Verteilung anwarndbund aus der Gleichung fur das 3. zen-

trale Moment

E{l-E@} = f_oo(z — E{1})? * f,(2)dz (A.5.6.1)

[ee]

resultiert:
_ E{i- E(Y
(E{l - E{l}}2)E

(A.5.6.2a)

In unmittelbarer Abhangigkeit von der Messgenauigkelasst sich die Schiefe auch schreiben als

E{l — E(Y
S = {L - E{U}}

3
0y

(A.5.6.2b)

Ebenso ist die dimensionslokertosisk (Wo6lbung) von Bedeutung, welche aus der Gleichiing

das 4. zentrale Moment

E{l - E(}}" = f _Oo(z — E{ID** fi(2)dz (A.5.6.3)

co

resultiert;

E{l - E{})*
K= (A.5.6.43)

(E{l - E{l}}z)z

In unmittelbarer Abhangigkeit von der Messgenaduitgkg lasst sich die Kurtosis auch schreiben

als

4
= w (A.5.6.4b)
0

Beziehung (A.5.6.6) in Tabelle (A.5.6.1) ist derelde MEKID & V AJA (2007) entnommen und
hier korrigiert angegeben, da die originale Quelstellung
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X %X (k—1) [3%x\°

o% = LNFTIFTE *op + 4 *<W> wot
fehlerhaft ist, denn fir die Normalverteilung begtr&ie Kurtosisk =3 und nur Beziehung

(A.5.6.6) mit der fur die Normalverteilung auf3erdegaltenden Schiefey = 0 das mit der

gesicherten Beziehung (5.17) koinzidierende Ergefffiir in diesem Fall skalarwertige Zufalls-

variablel undx) liefert:

o3 (9°x\"
Cxx(2) =07(2) = 2 * 212 Y
Tab. (A.5.6.1) Systematische und stochastischeitdtan der Anteile 2. Ordnung der
skalarwertigen Zufallsvariabldrundx mit beliebiger Dichtefunktion fiir den nicht

Uberbestimmten Fall:

Redun

g Deterministisch-systematische Wirkuri Stochastische Wirkung
-danz

Stochastisch induziert Stochastisch induziert:

be@ = 22K 52 X %X 92x\"

x = —x 2 * 0] K

r=0 2o ot@ =y G e+ () oot
(A.5.6.5) (A.5.6.6)

Unter den Bedingungen der Normalverteilung als i@iahnahme geht mit= 0 undx = 3 Bezie-
hung (5.24) in (A.5.6.5) und Beziehung (A.5.6.6)(f117) Uber, skalare Zufallsvariableund x

jeweils vorausgesetzt.

MEKID & V AJA (2007) geben die systematischen und stochastis¢bererrungseffekte fiur die
Anteile der 3. Ordnung und den Fall eines zu semiten skalaren Parameterand einer skalaren

Zufallsvariablel (Beobachtung) mit beliebiger — auch nicht symmselrér — Dichtefunktion an.

Es wird deutlich, dass die stochastische Wirkung #ateilen 2. Ordnung auf zentrale Momente
bis zur 4. Ordnung und von Anteilen 3. Ordnung zefitrale Momente bis zur 6. Ordnung der

jeweiligen Verteilungsfunktion der Beobachtungehré.
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Tab. (A.5.6.2) Systematische und stochastischditd@amn der Anteile 3. Ordnung der

skalarwertigen Zufallsvariabldrundx mit beliebiger Dichtefunktion fiir den nicht

Uberbestimmten Fall:

Redun

4 Deterministisch-systematische Wirkur Stochastische Wirkung

-danz

Stochastisch induziert:
Stochastisch induziert: 02(3) = K. aX . ag_f ot + 1 . az_f . ag_f
93x 3 adl al 6 0J12 0l
_ = i 3

r=0 b,(3) = 6* *al3 * 0 *(E{I—E{l}}s—y*als)+
1 (23x\° 6
i - _ 12 6
36 <al3> «(BQ - E@Y =y« of)

(A.5.6.7) (A.5.6.8)

Anhange Fehlertheorie



Anhange 195

A.5.7 Entwicklung des ErwartungswerttermsE{(e x €T) ® (&g * £7)}

Zur Umformung des Kronecker-Produki{(s = £7) ® (¢ * €7)} in eine dem Erwartungswert
zugangliche Form sei der Vekter= I — [, elementweise dargestellt und dabei neben denmnerste
(1;) und letzten(l,,) noch mit dem i-ter{l;) und j-ten(lj) Element angegeben, weil aufgrund der
Kronecker-Produktbildung und der dyadischen Praglikberhalb der aufzulésenden Erwartungs-
wertform maximal vier unterschiedliche Beobachtunga der Produktbildung eines einzelnen

Erwartungswertterms als Element vB{(e * €7) ® (e * £7)} beteiligt sein kdnnen:

/11 — lol\ £

ll - lOi gl
\./
&n

Auf der Grundlage der vorstehenden Form fir dentdfek lasst sich somit die Aufldsung und

Umwandlung der Erwartungswertforfi{(e * €7) ® (& = €7)} fir den allgemeinen Fall zeigen.

Dazu sei zundchst das dyadische Produkt des Vakiotse mit sich selbst gebildet:

(812 LoarE o arsg El*gnw

Isl*gi &? & * & si*snl

exgl = | : : ' :
eLvg &g g g*e
gl*gn s gi*gn cee g]*gn e 8721

Das Argument der aufzulésenden Erwartungswertf@irdas Kronecker-Produkt zweier dyadi-
scher Produkte eines Vektors mit sich selbst umditssymmetrisch; fur die Belange der Auf-
I6sung des Erwartungswertterms ist folglich digvedatweise Auflosung der rechten oberen Halfte

des Kronecker-Produkts ausreichend:
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(1) (2) (3) (4) (5) (6)
@] et &f * (g1 % &) ef * (&1 % ¢5) ef * (&1 * &) (g1 % &) * &f (& * &)°
(2) ef * &f & * (g1 % &) ef * (& * &) (g1 * &)° (g1 % &) * &f
3 &2 % sjz e« (g% &) (e1% &) * (&1 &) (&1 % &) * (& * &)
(4) &f * &4 (&1 * &) * (&1 * &) (&1 * &) * (& * &,)
(5) ef » &l el * (e1* &)
(6) &
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) ®) ©) (10) (1) (12)

D redr(aryg) | Ere)s e 2% (2% 5)) (17 5) * (o1 = £0) (10 5)° (1 % &) * (21 )
@ G e (arg) Cre) e en) | (enrg) (e e) 2+ (a1 5) (e175) (5% 5) (e1 7 6;) * (&1 * £0)
(3) (1 % &) * & (e1% &) * (& * &n) (g1 Sj)z (1% &) * (e % ) g * (e1 % ¢) (e1%¢) * (g% &)
4) (&1 % &) * (g * &) (g1 % &) * €2 (&1 % &) * (&1 % &) (&1 % &) * (& * &) (e1% ) * (& * &) e+ (&1 % &)
(5) el * (&% ¢) ef * (g1 % &5) ef « (& * ¢) (&% &) * (&1 % &) (e:% &) * (e1 % ) (&% &) * (& * &)
© +(ag) 7+ (e ) (&7 5) * (e * ) 7+ (e g) (eree) (e v 5) * (eim &)
g e Feloren) | (Ere)(are) (eve) 7o e) CEONCEE
® 2 Cre) Gred | @re)rre) | (ar5)=(57en) 2 (erg)
9) &f x &7 gl * (&1 % &) g * (e1 % ¢) g7 * (&1 * £n)
(10) &l * €7 g * (g% ¢) f * (g % &)
(11) gt g * (g *¢)
(12) &f * &4
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(13) (14) (15) (16)
(1) &2 x (g, % &) (g1 % &) * (61 * &,) (1% &) * (&1 * &,) (g * £,)2
) (1 % &) * (&1 * &) €2 % (& % £,) (6% &) * (51 % &) (g; * €9) * (&1 * &)
?3) (g1 % &) * (g1 * &) (% &) * (&1 * £,) & * (&1 % &) (& * €n) * (€1 * £1)
(4) (&1 * £)? (&; * €9) * (&1 * &) (g * £n) * (g1 * £1) 2 % (g, * £,)
(5) €2 % (g * &,) (1 * &) * (g * £,) (e1% &) * (& * &) (&, * £9) * (g; * £,)
(6) (g * &) * (& * £,) €2 % (& * &,) (0% &) * (5% &) (& * £,)?
(7) (1% &) * (g % &) (e % &) * (g * &) & * (& % &,) (g &2) * (g * &)
(8) (&1 * &n) (& * &) (g * €)? (gi * &) * (& * &) & * (& * &)
9) e (g% &) (e1 %) * (& * &) (e, % &) * (g % n) (g1 % &n) * (g * £,)
(10) (&1 % &) * (& * &n) el * (g% &) (i &) * (g% &) (e % &) * (g5 * &)
(1D | (erxg)*(g*en) (i &) * (5 * n) & * (& * &n) (& 2n)”
(12) (e1* &) * (& * €n) (gi * &) * (& * &) (g% £n)” eh * (g * &)
(13) et x g2 €2 % (g * &) g2« (g % g) €2 % (g % &)
(14) e x €2 2« (g% ) €2 % (g; % &)
(15) ef x &l e * (g * &n)
(16) &x
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Der Ubergang auf die Erwartungswerte (A.5.3.1a)Ais.3.1i) liefert:

199

1) (2) (3) (4) ) (6) (7) (8)
(1) 3 * Gf 012 * 09 012 * 015 J12 *O1n 012 * 01 012i 01i * 01j 01 * O1p
(2 of x af of * 0y of * oy o afoy; Oy * 0y O1i * Oip
3) of * o} of * oy Oy; * 04 0y * 0y of * 0y 01 * O
(4) 012 * 0f 01i * O1n 01i * Oin 01i * Ojn 0y * O
() of xaf Oi * 0y of * 0y of * o1
(6) 3 * g} af * oy af * o
(7) oZ * sz oZ * O
(8) af * o,
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9) (10) (11) (12) (13) (14) (15) (16)
(1) 0 %0y Oy * Oy a?; 0, %0 o’ %0 04 % O O, %O o?
1 1j 1j 1i 1j 1j in 1 in 1i in 1j in in
2 2
(2 015 * 01 O *0qj 01j * Oij 01j * Oin 01 * O1n O *O1p Oij * O1n Oin * O1n
(€)) o?; 0q; * Oy o? % 0;; 01 * O; 0; %0 0j;i % O 0% x 0o Oin * O
1j 1j ij j ij 1j jn 1j in ij in j in jn in
4) 01j %0 01 * O; 01 * 0; 02 % 0y o’ O * O Oin * O o2 x0
1j 1in 1j in 1j * Ojn n 1j in in in in 1in n 1in
2 2
(5) of * 0y gy * 01 0;j * 0jj 0ij * O1p of * Oy 01i * Oip 01 * Oin O1n * Oin
2 2 2 2
(6) 0jj * 01 of * 0y i 0jj * O O1i * Oip of * Oip 0jj * O o5
@) O;; * O o 0% % 0;; Oj; * O 01; * 0; 0;; * 0 o? x o Ojp * O
ij ij ij j ij ij * Ojn 1j in ij in j in in * Ojn
(8) 0;i * 0; 0 * 0; 0 * 0; o2 * 0y Oyp * O o2 Oip * O 02 * o
ij in ij in ij * Ojn n ij in in in in * Ojn n in
2, 2 2 2 2 2
9) 01 * 0j gj" * 094 0j * 01 0j" * O1n 01 * Ojn 01i * Ojn 01j * Ojn O1n * Ojn
2, 2 2 2 2
(10) gj * 0j g * 0 gj" * O 01i * Ojn Oi * Ojn 0Oij * Ojn Oin * Ojn
Z 2 e e 2. - 2
(11) 3 % of o * Ojn 01j * Ojp Ojj * Ojp o * Ojn On
2, 2 2
(12) 0j" * Op O1n * Ojn Oin * Ojn Ojn Op * Ojn
2, 2 2 2 2
(13) 01 * Oy On * 01 Op * 01j On * O1n
2, 2 2 2
(24) af * oy Op * 0;j 05 * Oip
2, 2 2
(15) 0j" * Op Op * Ojn
(16) 3x0

T
Es ergibt sich folgende Identit@#{(e x €7) ® (e x ")} = C;; ® Cy; + 2 = vec (diag(diag(C”))) * (vec (diag(diag(C”))))
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A.5.8 Entwicklung der zweiten Ableitungen der Paraneter nach den

Beobachtungen

In der Geodasie ist bisher lediglich ein funkti@saModell bekannt, welches auf den Ableitungen der
Beobachtungen nach den Parametern beruht, nichideb@eimgekehrte Fall, fir den hier die zweiten

Ableitungen der Parameter nach den Beobachtungeitigewerden.
Man erhalt die (ersten und) zweiten Ableitungenfdiyenden Parametertypen

- Neupunktkoordinate (Anfangspunkty; / x;, Endpunky: y; / x;)

- Orientierungsunbekannte der Richtungssatzmegsyng

- EDM-Mafstabsunbekannta)

- Einpassungsparameter Drehwinkg) (ind Malstabsfaktor() einer GNSS-Session

nach den folgenden mit dem jeweiligen Parametdrypinem Funktionalzusammenhang stehenden

Beobachtungsgruppen

- Richtungenx)
- (EDM-) Streckeny)

- Rechts- 4Re) und Hochwertkoordinatendifferenao) aus Basislinienbeobachtung
wie folgt:
A.5.8.1 Ableitungen nach den Richtungen

A.5.8.1.1 Ableitung fir den Rechtswert des Anfangsmktes

Richtungswinket = r + 0 = arctan (yk—yi)
Xk—Xi
tan(r + o) = Yk — Vi
Xk — X

tan(r +0) * (X —x;) = Y — Vi
Vi = Yk —tan(r + o) * (xx — x;)

1 X — X;

(cos(r + 0))2 T (cos(t))2

yi(r) = —(x —x) * (A.5.8.1al

yi'(r) = —(xp — x;) * (—2) * (cos(r + 0))_3 * (—sin(r + 0))
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2 * (x, — x;) * sin(t)

(cos(t))3

yi (r) = — (A.5.8.1b1

Alternativer Ansatz ohne Tangensfunktion zur Umgghilnrer beiden Unendlichkeitsstellen:

S .
Yi= Yk —E*sm(r+o)
s s
yi(r) = ——=x*cos(r+0) = ——x*cos(t) (A.5.8.1a2
m m

s s ,
yi'(r) = —=*sin(r +0) = —=sin(t) (A.5.8.1b2
m m

A.5.8.1.2 Ableitung fiir den Hochwert des Anfangspuites

o — e = T T
KT tan(r + o)

X = xp — Ve — Vi
: kK tan(r + o)

1L Ok *(costr + )’
(cos(r + o))2 (sin(r + o))2 * (cos(r + 0))2

x(r) = =y —yo) * (=1) * (tan(r +0)) " =

x; (1) =Lyiz (A.5.8.2a1
(sin(0)) S
x;/'(r) = (v —yi) * (=2) = (sin(r + o))_3 * cos(r + o)
xi' (r) =— 22 O — i) » cos(®) (A.5.8.2b1

(sin(t))3

Alternativer Ansatz ohne Tangensfunktion zur Umgehiinrer beiden Unendlichkeitsstellen:
S
Xi = X —E*cos(r+o)
S S
x;(r) = —=*sin(r +0) = — xsin(t) (A.5.8.2a2)
m m
s s :
x;'(r) = —xcos(r + 0) = —x*cos(t) (A.5.8.2b2
m m

A.5.8.1.3 Ableitung fiir den Rechtswert des Endpunlds

Vi = Yi +tan(r + o) * (xp — x;)
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Vi) = (e —x;) * ! 5 = e xiz (A.5.8.3al)
(cos(r + o)) (cos(t))
yiE () = (g —x;) % (=2) * (cos(r + o))_3 % (—sin(r + 0))
yi(r) = 2 (o — ) » sinft) (A.5.8.3b1

(cos(t))3

Alternativer Ansatz ohne Tangensfunktion zur Umgehilnrer beiden Unendlichkeitsstellen:

S .
Ve = Vi +a*sm(r+ 0)
s s
Y (r) = —xcos(r+o0) = —xcos(t) (A.5.8.3a2)
m m

s s
Vi (r) = ——s*sin(r +0) = ——xsin(t) (A.5.8.3b2
m m

A.5.8.1.4 Ableitung fiir den Hochwert des Endpunktes

Ve — Vi

Xp = xj+————
k Y tan(r + o)

) = O =) * (=1) = (tan(r + 0)) * v = QeI (cos(r +0))°
' e (cos(r + 0))2 (sin(r + o))2 * (cos(r + O))z

xh(r) = — 2k (A.5.8.4a1)
(sin(0)) T
x (1) = =y —yi) * (—=2) * (sin(r + o))_3 * cos(r+o0) =
xi (r) = 2% 0~ y0) + costh) (A.5.8.4b1)

(sin(t))3

Alternativer Ansatz ohne Tangensfunktion zur Umgehilnrer beiden Unendlichkeitsstellen:

S
X = X; +E*cos(r+o)
s s
xp(r) = ——x*sin(r + 0) = —— xsin(t) (A.5.8.4a2)
m m

x, (r) = —% x cos(r+0) = —% * cos(t) (A.5.8.4b2
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A.5.8.1.5 Ableitung fur die Orientierungsunbekannte

Y — Vi
o=t—r = arctan -r
Xk — Xi

o'(r)y= -1 (A.5.8.5a
0"(r)y=10 (A.5.8.5b
A.5.8.2 Ableitungen nach den Strecken

A.5.8.2.1 Ableitung fir den Rechtswert des Anfangamktes
S .
Yi= Y= *sin(r +0)

sin(r +0) _ sin(t)

yi'(s)=0 (A.5.8.6b
A.5.8.2.2 Ableitung fiir den Hochwert des Anfangspuites
s
X;i = X ——*cos(r+o)
m
2(s) = — cos(r + o) _ cos(t) (A58.7a
m m
x;'(s) =0 (A.5.8.7b
A.5.8.2.3 Ableitung fiir den Rechtswert des Endpunlds
Ji(s) = sin(r + o) _ sin(t) (A58.8a
m m
yi'(s) =0 (A.5.8.8b
A.5.8.2.4 Ableitung fir den Hochwert des Endpunktes
s
X = x; +—=xcos(r+ o)
m
X(s) = cos(r + o) _ cos(t) (A58.9a
m m
x;(s)=0 (A.5.8.9b
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A.5.8.2.5 Ableitung fir den MaRstabsfaktor
s =mx* (e —y)? + (e — x)9)°°
m=s* (e —y)? + (e — %)) 703
m'S = (v = y)? + (e —x)»)7° (A.5.8.10a
m'®) =0 (A.5.8.10b
A.5.8.3 Ableitungen nach den Basislinien
A.5.8.3.1 Ableitung fir den Rechtswert des Anfangsmktes
Beobachtete Rechtswertdifferenz:
ARegyss = m * cos(@) * (yx — yi) — m * sin(p) * (X — x;)

ARegnss +m * sin(@) * (x — x;) =m* cos(@) * (Vi — i)

ARegnss .
— GNSS 4 sin(p) * (x —x;) = cos(@) * Vx — yi)

ARegyss | . 1
<—m + sin(p) * (g — x;) | * cos(g) =Yk~ Vi
ARegyss | . 1
Vi =Yk — <T + sin(@) * (x — x;) | * cos (@)
, 1
yi(ARegyss) = T cos(e) (A.58.11a
Vi (ARegyss) = 0 (A.5.8.11b)

Beobachtete Hochwertdifferenz:
AHogyss = m * sin(@) * (Vi — ;) + m* cos(@) = (x — x;)

AHognss — m * cos(@) * (x — x;) = m * sin(@) * (Vi — yi)

AHo
——55 _ cos(g) * (xi — x;) = sin(g) * (v — ¥1)
AHogyss 1
<T_ cos(p) * (xp — x;) *W =Yk — Vi
AHogyss 1
Vi =Yk — <T —cos(@) * (x —x;) | Sin(o)
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, 1
yi(AHogyss) = —

yi'(AHogyss) = 0
A.5.8.3.2 Ableitung fir den Hochwert des Anfangspuktes

Beobachtete Rechtswertdifferenz:

ARe
GNSS sin(@) * (x, —x;) = cos(@) * (Y — v;)

ARe
sin(@) * (xx —x;) = cos(@) * (Y —yi) — - WGLNSS
1 ARegyss
X — X = sin(g) * (COS(fp) * (Ve —Yi) —— m )
ARegyss
X; = Xy — sin(g) * (cos((p) * (Ve =y — T )
) 1
x;(ARegyss) = s sin(@)

x'{(ARegyss) = 0

Beobachtete Hochwertdifferenz:

AHo
— 2 = cos(9) * (o = x) = sin(g) * G = )
AHo
cos(p) * (xp —x;) = % — sin(p)* O =)
AHOG SS .
X =X = cos((p) < i) 0 - yi)>
_ AHogyss .
. cos((p) < sin(g) = (i — yi)
, 1
x;(AHogyss) = "~ m * cos(@)

x'{(AHogyss) = 0
A.5.8.3.3 Ableitung fiir den Rechtswert des Endpunlds

Beobachtete Rechtswertdifferenz:
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ARegyss = m * cos(@) * (yx — y;) — m * sin(@) * (x — x;)
ARegyss + m * sin(@) * (xx — x;) = m * cos(@) * (Y — yi)

ARe
GNSS + sin(@) * (x, — x;) = cos(@) * (yx, — yi)

ARegnss . 1
(5 st « 520 )+ gy =
ARegnss .
Ve =Yi+ <T + sin(@) * (xg —x;) | * )
) 1
Yk (ARegyss) = )

Vi (ARegyss) = 0
Beobachtete Hochwertdifferenz:
AHognss = m * sin(@) * (y — yi) + m* cos(@) * (xx — x;)

AHogyss —m * cos(@) * (x — x;) = m * sin(@) * (Vi — yi)

AHo
——5 — cos() * (x — x1) = sin(@) * O — 1)
<T_ cos(@) * (xp — x;) *W =Yk — Vi
AHOG SS 1
Ye=yi + <TN —cos(@) * (x) — xi)) * sin(e)
, 1
yr(AHogyss) = m

yi (AHognss) = 0
A.5.8.3.4 Ableitung fir den Hochwert des Endpunktes
Beobachtete Rechtswertdifferenz:

ARegyss |
—CNSS sin(@) * (x — x;) = cos(p) * (Y — yi)

ARe
sin(@) * (i = x) = cos(@) * Yk = y) ==
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Xk —X; = : *(COS((p)*(yk_Y')_%)
L sin(e) ! m
1 AReG SS
X = 5+ s = (cos(e) » 0 =y == 2)

, 1
x;(ARegyss) = —

x'i(ARegnss) = 0
Beobachtete Hochwertdifferenz:

AHo
—_GNSS _ cos(@) * (xx — x) = sin(p) * Yk — i)

cos(p) * (x —x) = “HTONSS _ i) % (v — 72)
AH

X =% = COS((p) ( NS sin(g) * (e —ya)
AH

Xp = x; + Cos((p) < OGnss — sin(p) *(W‘)’i))

1

x;(AHogyss) = m * cos(¢)

x'i{(AHogyss) = 0
A.5.8.3.5 Ableitung fiir den Drehwinkel
Beobachtete Rechtswertdifferenz:

ARegnss .
— GNSS 4 sin(p) * (x —x;) = cos(@) * Yk — ¥;)

ARe
— M5 — cos() * (v — yi) — sin(e) * (x — x;)

Entsprechend des Additionstheorems des Sinusdids gi

b
a *sin(@) + b = cos(p) = Ja? + b? * sin ((p + arctan (E))

Mit a = —(x;, — x;) undb = (y, — y;) erhéalt man hier
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ARegpss

m —(xx — x;)

= \/(Xk —x)%2+ (y — yi)? * sin (go + arctan (M>>

ARe — v
— B (e = x)? + i — ¥ = sin| @ + arctan (—yk Yi )
—(x — %)
ARe — v
arcsin (ﬂ s (0 — %) + (7 — yi)z)—o.s) - o+ arctan( Yk — Vi )
— (e — x1)
ARe — v
¢ = arcsin (ﬂ * (o —x)* + (i — yi)z)—o.s) — arctan (—yk Yi )
— (e — x1)

-0.5

2 1
(O —x)? + O — yi)z)—o.s) ) *—

(O = 2% + e =y 7%°

ARe
¢'(ARegyss) = <1 - (%

-05
ARe 2
¢'(ARegyss) = <1 - (%) * (O —x)% + (e — }’i)z)_1> *m~05 x m~05

* (O = x)% + e —y)?) 70
AR 2
¢'(ARegnss) = <1 - (%) # (O — %)%+ (k — yi)z)-1> * m?
-0.5
* ((ee —x)* + (e — yi)2)>

AR 2
@'(ARegyss) = <m2 * (O = x)% + ke —y)?) —m? * (Co — x)% + (k= ¥:)?) * (—eGNSS)

-0.5
* (O —x)* + (v — )’i)z)_l)

/ —-0.5
¢'(4Regyss) = (m? * (e — %)% +  — ¥)?) — ARegss”) (A.5.8.15a)

12 1 —-1.5
"' (ARegyss) = —2* ARegyss * (_ E) * (mz * ((xg — xi)z + Ok — }’i)z) - AReGNSSZ)
12 —-1.5 .
@""(ARegnss) = ARegyss * (mz * ((xg — xi)z + (k — )’i)z) - AReGNSSZ) (A.5.8.15b

Im Falle einer Netzplanung fehlen echte Beobaclgndgeyss. Dann gilt gemaf der Beziehung

_ ARegyss

m= ————= ARe =m=x* (y, —y;)
Ve — ¥, GNSS Yk — Vi
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folgende Termumschreibung:

@"'(ARegyss) = m* (Vi — yi) * (m? * (e — %)% + (i — ¥)?) — m? * (ye — y)?) ™15
@"'(ARegnss) = mx (. — yi) * (m? * (g — )% +m? = (e —y)? —m? = (y —y)»)~1°
@' (ARegyss) = m* (y —y;) * (m? * (x — x)*) >

12 -3
@""(ARegyss) = m* (Y — yi) * (m * (X — xi))

Yk — i
m? x (x — x;)°

@' (ARegpss) = (A.5.8.15c

Beobachtete Hochwertdifferenz:

AHo
— % _ cos(p) * (x — 1) = sin(e) * G — ¥)

AHo
— 2 = sin(@) * 0k — y0) + cos(@) * (i — %))

Entsprechend des Additionstheorems des Sinusdids gi

b
a *sin(@) + b = cos(p) = Ja? + b? = sin ((p + arctan (E))

Mit a = (y, —y;) undb = (x;, — x;) erhalt man hier

AHo .
% = \/(xk - xi)z + (yk - yi)z * Sin <(p +arctan (yk l)>

AHogyss

X, — Xi
* (o —x)2 + e —y)HD ™% = sin| @ + arctan( i ‘)
Yk — Vi

AHo Xp — X;
arcsin (ﬂ * (e —x)2 + (i — yi)z)‘°'5) =@+ arctan( , L)
m Yie — Vi

AHogpss

(G = 20 + (i = ¥)A) %) = arctan (1)

Q = arcsin(
Ye — Vi

-0.5

AHo 2
OO s (e = 3 + G = 02 ) e

@' (AHogyss) = <1 —(

* (O = x)% + e —y)?) 70
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-0.5
AHogyss)?
@'(AHogyss) = <1 - (—n(l;Nss) (o = x)% + (e — yi)z)-1> +m~0% xm=03

* (o —x)% + e — ¥)?)7%°
AH 2
¢'(AHogyss) = <1 - (%) * (e — %)% + O — }’i)z)_1> * m?
~0.5
* (O —x)* + O — yi)2)>

AH 2
@' (AHogyss) = <m2 * (O — x)% + (ke — y)?) —m? * (O — x)* + (v — ¥1)*) * (‘ (;YGLNSS>

-0.5
(G = 20 + G =02

, -0.5
@' (AHogyss) = (mz * (g — xi)z + vk — J’i)z) - AHOGNSSZ) (A.5.8.15d)

12 1 —-1.5
@ (AHogyss) = —2* AHogyss * (‘ E) * (mz * ((xg — xi)z + (k — yi)z) - AHOGNSSZ)

12 -1.5
@' (AHogyss) = AHogyss * (mz * ((xg — xi)z + (k — )’i)z) - AHOGNSSZ) (A.5.8.15e
Im Falle einer Netzplanung fehlen echte BeobaclgoAdio;yss. Dann gilt gemafd der Beziehung

AHogyss
m = ————= AHogyss = m * (X — X;)
Xk — Xi

folgende Termumschreibung:
@"'(MHogyss) = m* (x — x;) * (m? * ((x — %)% + (e — y)?) —m? * (x — x)*) 7>
@"'(MHogyss) = m* (xg — x;) * (m? * (g — x) +m? * (y — y)? —m? * (x — x)*) ™™

@' (AHogyss) = m* (xp — x;) * (m? * (y, — y)?) >

12 -3
@' (AHogyss) = m* (x — x;) * (m* (v — 1))

Xk — X
m? « (y — y;)3

@' (AHogyss) = (A.5.8.15f

A.5.8.3.6 Ableitung fir den MaR3stabsfaktor

Beobachtete Rechtswertdifferenz:
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ARegyss = m * cos(@) * (yx — yi) — m* sin(p) * (x — x;)

= m x (cos(@) * (Vi — yi) — sin() * (x — x;))

ARegyss

cos(p) * (e — yi) — sin(@) * (xx — x;)

1

m'(ARe = - A.5.8.16a
(AReanss) = Cost@) = O — y) — sin(@) * (o — 2 (
m”(AReGNss) == 0 (A5816b)
Beobachtete Hochwertdifferenz:
AHogynss = m * sin(@) * (¥ — yi) + mx cos(@) * (xx — x;)
=m x (sin(p) * (vk — ;) + cos(p) * (x; — x;))
_ AHogyss
sin(@) * x — yi) + cos(@) * (x — x;)
'(4H ) ! (A.5.8.16¢
m (0] = . .9.0.
GNSSTT sin(g) * (v — i) + cos(g) * (g — x;) ‘
m”(AHOGNss) = 0 (A5816d)
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A.5.9 Partielle erste und zweite Ableitungen nacheh Beobachtungen im

Polygonzug

Die partiellen ersten Ableitungen lauten im eirigahgeschlossenen Polygonzug fur die Richtungen:

Mit k < j:
J l
Y o) = = Y | 51505 D (pum = Toum-2) + trz = (1 = 1) 200 (A59.1a
1=k m=1
j
X{(r2uk-1) = Z S; * sin Z (T2em — Toem—1) + trz — (L — 1) * 200 (A.59.1b
I=k m=1
j
Y/ (k) = Z S * COS Z (Tysem — T24m—1) + trz — (L — 1) * 200 (A.59.2a
1=k m=1
J l
X{(ry) = — Z S; * sin Z (T2em — Tosm—1) + trz — (L — 1) * 200 (A.59.2b
=k m=1
und flr die Strecken mit < j:
Y/ (sp) = sin Z(rZ*p - 7”2*p—1) +tpy; —(n—1) %200 (A.5.9.3a
p=1
n
Xi(sp) = cos Z(rZ*p — Tup—1) + tpz — (n — 1) % 200 (A.5.9.3b
p=1

Die partiellen zweiten Ableitungen lauten im eitigeAngeschlossenen Polygonzug:

Mit k < j:
!
Yj(z) (r2ek-1) = — Z Sy * sin Z (T2em = T2am-1) + tpz — (L = 1) * 200 (A.59.4a
=k m=1
j !
XJ(Z)(Tz*k—1) - Z Sy > cos Z (T2em = T2am-1) + tpz — (L = 1) * 200 (A.5.9.4b
1=k m=1
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mitk <j,q<j:

YJ(Z)(TZ*k—l'rZ*q)

J l (A.5.9.5a
= > sexesin| D Goum = Taemoa) + ez — 1= 1)+ 200
l=max(k,q) m=1
XJ(Z)(rZ*k—l'rZ*q)
J ! (A.5.9.50
= z Sy * cos z ("24m — T2em-1) + tpz — (L — 1) % 200
l=max(k,q) m=1
mitg < k <j:
1/]-(2)(7"2*k—1'7"2*q—1)
j l (A.5.9.6a
== > sesin| Y Coam = amoa) + ez — (1= 1)+ 200
I=max(k,q) m=1
Xj(Z)(rZ*k—LTZ*q—I)
j ! (A.5.9.6b
== > [ sixcos| D Gom = trms) + tez — (= 1)+ 200
l=max(k,q) m=1
mitk <n <j:

n

m=1
n
X]'(Z)(rZ*k—l'Sn) = sin (Z ("2em — Toum-1) +tpz — (N — 1) * 200) (A.5.9.7b,
m=1
mitk <j,q<j:

Y}'(Z) (rZ*kl rZ*q—l)

j l (A.5.9.8a
= > [ sersin| D Com = aemon) + trz = = 1) +200
l=max(k,q) m=1
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XD (ryek Tavg-1)

J l (A.5.9.8b
= Z Sp * cos Z (T2em — T2em—-1) + tpz — (L — 1) % 200
l=max(k,q) m=1
mitg < k <j:
YJ'(Z)(TZ*k' Taeq)
j l (A.5.9.9a
== > sexesin| D Grom = Tamea) + trz = 1= 1) 200
I=max(k,q) m=1
Xj(z)(TZ*k’TZ*q)
J l (A.5.9.90
= > [ sercos| D Gam = tramon) + oz — (1= 1) 200
I=max(k,q) m=1
mit k < j:
J !
Yj(z)(TZ*k) = —z S; * sin Z (T2em — Tosme1) F trz — (L — 1) x 200 (A.5.9.10a
=k m=1
J l
XJ-(Z)(rZ*k) = —z S; * COS z ("2em — Toem—1) F trz — (L — 1) x 200 (A.5.9.10b
=k m=1

mitk <n <j:

n
Z (yem — Toem—1) T trz — (n— 1) * 200) (A.59.11a

m=1

Yj(Z)(TZ*k:Sn) = COS(

n
Z (yem — T2em—1) T trz — (n — 1) * 200) (A.59.11b

m=1

XJ'(Z) (T2uker Sn) = —sin(

n
YJ'(Z)(Sn, T24k-1) = —COS Z(rzw - rZ*p—l) +tpz — (n—1) 200 (A-5.9.12a
p=1
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n
X]'(Z) (Snyrz*k—l) = sin Z(Tz*p - Tz*p_l) + tFZ - (Tl - 1) * 200
p=1

n
Yj(z)(sn, Tosk) = COS Z(rZ*p - 7‘2*p—1) +tpy; —(n—1) %200
p=1

n
XJ'(Z)(Sn, Tauk) = —sin E(rZ*p - rZ*p—l) +tpz — (n—1) %200
p=1

Y]'(Z)(Sn) =0

YJ'(Z)(Sn'Sq) =0
XJ'(Z)(Sn'Sq) =0
YJ'(Z)(sq'Sn) =0

Xj(z)(sq,sn) =0
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(A.5.9.12b

(A.5.9.13a

(A.5.9.13b

(A5.9.14a

(A.5.9.14b

(A.5.9.15a

(A.5.9.15b

(A.5.9.16a

(A.5.9.16b
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A.5.10 Grol3e der systematischen und stochastischeerzerrungseffekte 2.

Ordnung

A.5.10.1 Das einfache polare Anhangen

A.5.10.1.1 Konfiguration des Beispiels

Ohne unzulassige Einschrankungen des allgemeinidas Flanzugehen sei zur numerischen Verein-

fachung fur den Standpunkt der Nullpunkt des Kamatiinsystems angenommen.
Die Zielfunktionf (1) zur Bestimmung der gesuchten NeupunktkoordingjemndX, lautet somit

Yy = s *sin(ty) (A.5.10.1a)
Xy = s *cos(ty) (A.5.10.1b)

Auf den rechten Gleichungsseiten ist der neupumzkitpene Richtungswinkel), vorbereitend zu eli-

minieren und durch die Beobachtungen zu ersetzén. M

r . Neupunktbezogene Richtungsbeobachtung

o : Orientierungsunbekannte des Polarstandpunktes
ergibt sich dazu

ty=r+o (A.5.10.2)
Weiter gilt mit

trz : Anschlusspunktbezogener Richtungswinkel

rrz - Anschlusspunktbezogene Richtungsbeobachtung
fur die Orientierungsunbekannte des Polarstandesgnkt

0 = tFZ - rFZ (A5103)

Ebenfalls ohne unzulédssige Einschrankungen desnadlimen Falles sei der feste Anschlusspunkt
entlang der positiven Hochachse festgelegt, soass 0 und damit nach Gleichung (A.5.10.3) fur
dieses Beispied = —ry;. Eingesetzt in Gleichung (A.5.10.2) ergibt sigh= r — rg,. Die Zielfunk-
tion aus (A.5.10.1a) und (A.5.10.1b) geht fir d&siDn dieser Ortungsaufgabe tber in die Form

Yy =fr(D) = s*sin(r —1gy) (A.5.10.4a)
Xy = fx() = sxcos(r —1gz) (A.5.10.4b)

mitl= (rez 1 S)T.
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Die Variablen der rechten Gleichungsseiten sinde-fiir Betrachtungen zur Varianzenfortpflanzung
vom Beobachtungs- in den Parameterraum formal defbch — ausschlief3lich durch Beobachtungen

gegeben.

Das bisher ohne unzulassige Einschrankungen desnainen Falles eines einfachen polaren
Anhangens konzipierte Beispiel sei durch die Annahsimes entlang der positiven Rechtsachse
gelegenen zu bestimmenden Polarpunktes vervoligtaniuf diese Weise vereinfachen sich die
Funktionswerte der Winkelfunktionen in den paréallAbleitungen aufgrund eines Argumentes von
r —1pz = 100 gon zusin(100) = 1 bzw. cos(100) = 0. Der konkrete Wert fur die Orientierungs-

unbekannte spielt wegen der in (A.5.10.3) erfolgiéminierung dieser Grol3e keine Rolle.
Die zugehdrigen partiellen ersten Ableitungen laute

fry(rz) = —sxcos(r —rpz) =0 (A5.10.53) fy, (rpz) = s *sin(r —1pz) = s (A.5.10.5b)
fry() = s*cos(r —1pz) =0 (A.5.10.5¢) fx, (r) = —s *sin(r —15z) = —s (A.5.10.5d)
fry(8) = sin(r —1pz) =1 (A.5.10.5€) fx, (s) = cos(r —1pz) =0 (A.5.10.5f)

Die zugehdorigen partiellen zweiten Ableitungen dswit

D (1g) = —s *sin(r —1p;) = —s (A5.10.6a) > (rrz) = —s * cos(r —1z) =0 (A.5.10.6b)
fy(li)(rpz, r) = sx*sin(r —rz;) = s (A.5.10.6¢) fx(f,)(rFZ'r) = s*cos(r —rp;) =0 (A.5.10.6d)
[ (e, 5) = —cos(r —1i7) = 0 (A5.10.6€) fx2) (17, 8) = sin(r—1p;) =1 (A.5.10.6)
fy(li) (r,1pz) = s*sin(r —rgz) =s (A.5.10.69) fx(li)(r, Tpz) = s *cos(r —rp;) = 0 (A.5.10.6h)

D)= —sxsin—r1) = —s  (A5.1060) f2() = —s*cos(r—rr) =0  (A5.10.6)
fy(li) (r,s) = cos(r—rgz) = 0 (A.5.10.6k) fx(li)(r, s) = —sin(r —rgz) = -1 (A.5.10.6l)
F2(s,157) = —cos(r —1p) =0 (A5.10.6m) f2(5,757) = sin(r —7p;) =1 (A.5.10.6n)
fy(li) (s,7) = cos(r —1gz) =0 (A.5.10.60) fx(li)(s, r)= —sin(r —rzz) = -1 (A.5.10.6p)

£2(s)=0 (A5.10.60) f;2(s) = 0 (A.5.10.6r)
A.5.10.1.2 Grolenordnung der Fehleranteile 1. und. 2rdnung
Mit s = 1000 m und den angenommendrpriori-Genauigkeiten der Beobachtungen

* Richtung zum Fernziels;,, = 0.005 gon
+ Ubrige Richtungen g, = 0.005 gon
» Strecken 05 = 0.005m
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ergeben sich die gesuchten Standardabweichungenntbekannten Neupunktkoordinaten mit den
Anteilen 1. (1), 2. (2) bzw. 1. und 2. (1+2) Ordgumnd der stochastisch induzierte Parameterbias
nach der 2. Ordnunig, (2) in der Form (5.24) nachRAFAREND & SCHAFFRIN (1993) wie folgt:

Tab. (A.5.10.1) Standardabweichungen 1. und 2. @rdmund stochastisch induzierter Parameterbias
2. Ordnung im einfachen polaren Anhangen (gloBatiori-Richtungsgenauigkeit von + 0.005 gon):

Orp, = 0 = 0.005 gon

Oyy OXxp

[m] [m]
(1) 0. 005000000 0.111072073
(2) 0. 000008724 0. 000000000
(1+2) 0. 005000008 0.111072073
b, (2) - 0. 000006169 0. 000000000

Es zeigt sich eine sehr geringe Auspragung dereFattieile 2. Ordnung in der Standardabweichung
des Neupunktrechtswertes in der Grof3enordnung vae 8pum bzw. in gemeinschaftlicher Wirkung
mit den Anteilen 1. Ordnung von 8 nm.

Da die Streckenbeobachtungen aufgrund ihrer Litéarn den originaren Zielfunktionen (A.5.10.1a)
und (A.5.10.1b) aber fur die Stochastik der unbakam Neupunktkoordinaten keine Varianzanteile
hoher als 1. Ordnung beitragen kdnnen und die &tithdes Neupunkthochwertes keine Anteile 2.
Ordnung aufweist, lassen sich jene Anteile nur tberRichtungsbeobachtungen und nur fir den

Neupunktrechtswert induzieren. Aufgrund der fursde Fallbeispiel bestehenden Invarianz der zuge-
horigen partiellen 2. Ableitungeﬂ,(z)(rpz) = fy(z)(r) = —s verbleiben hier lediglich dié-priori-
Richtungsgenauigkeites,., und o, zur Induktion der Anteile 2. Ordnung innerhalb @&ochastik
des Parameterraumes, fiir deren numerisch belastbdaehweisbarkeit diesepriori-Genauigkeiten

exemplarisch zunachst asif,, = o, = 0.05 gon verzehnfacht seien.

Tab. (A.5.10.2) Standardabweichungen 1. und 2. @rgmund stochastisch induzierter Parameterbias

2. Ordnung im einfachen polaren Anhéngen (gloBatiori-Richtungsgenauigkeit von + 0.05 gon):

Orp, = 0r = 0.05 gon

Oyy Oxy

[m] [m]
(1) 0. 005000000 1.110720734
(2) 0. 000872358 0. 000000000
(1+2) 0. 005075530 1.110720734
b, (2) -0. 000616850 0. 000000000

Erwartungsgemalf bilden sich fur die Standardabweigides Neupunkthochwertes keine systemati-

schen oder stochastischen Anteile 2. Ordnung abbefieits im Zusammenhang mit der urspringlich
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angenommeneA-priori-Genauigkeitssituation des Beobachtungsraunaehgewiesen. Die Standard-
abweichung des Neupunktrechtswertes vergrol3ertadieh auf eine numerisch belastbarere GroRRen-
ordnung von etwa 5.08 mm anstelle von 5 mm + 8 amutspriinglichen stochastischen Ansatzes.
Flro,., = o, = 0.05 gon betragt der stochastische Anteil 2. Ordnung eitptiz (2) = 0.87 mm.

Fir eine weitere Verzehnfachung depriori-Genauigkeiten aub,, = o, = 0.5 gon ergeben sich

die systematischen und stochastischen Verzerrung®arameterraum gemaf folgender Ubersicht.

Tab. (A.5.10.3) Standardabweichungen 1. und 2. @rdmund stochastisch induzierter Parameterbias

2. Ordnung im einfachen polaren Anhangen (gloBatiori-Richtungsgenauigkeit von + 0.5 gon):

Orpy = 0r = 0.5 gon

Oyy Oxy

[m] [m]
(1) 0. 005000000 11. 107207340
(2) 0. 087235802 0. 000000000

(1+2) 0. 087378975 11. 107207340

b, (2) -0. 061685028 0. 000000000

Aufgrund des Auftretens der beobachtungsbezogeugitligen Varianzanteile in einer ihrer vierten
Potenz entsprechenden Form fur die Ermittlung deadratischen) parameterbezogenen zufélligen
VarianzanteileC,,(2) und deren linearer Transformation in den Paramsier (als symmetrische
Produktbildung mit Beteiligung der Hesse-Matrixxchg5.22) wirken maRstabliche Anderungen der
(eindimensionalen) beobachtungsbezogenen Anteéafalis mit der vierten Potenz des Mal3stabs
jener Veranderungen adf,,(2) und folglich mit der zweiten Potenz dieses Malstalf die Stan-
dardabweichungen der Parameter als deren eindiomeigiGenauigkeitsmalle.

Im betrachteten Beispiel fihrte eine globale Ventabhung der (eindimensionalen) Beobachtungs-
genauigkeiten entsprechend stets zur VergréRerenyatianzanteile 2. Ordnung um den Faktor 100
in ihrer eindimensionalen Form, da die parameterfperen Standardabweichungen 2. Ordnung nach

(5.22) von den Varianzen und Kovarianzen der Belofoagen abhéngen.

A.5.10.2 Der einseitig angeschlossene Polygonzug

Ohne unzulassige Einschrankungen des allgemeines legnzugehen sei auch hier zur numerischen
Vereinfachung fur den (einzigen) Standpunkt bekanKbordinaten(FP) der Nullpunkt des Koordi-
natensystems angenommen, so dass sich die Zietinektzur Bestimmung der Lagekoordinaten des

ersten Brechpunktes als ersten Neup@nk) ergeben zu

X1 = 51 *cos(ty) (A.5.10.7b)
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Tab. (A.5.10.4): Nomenklatuter beobachtungsbezogenen Indexie im einseitig angeschlossen

Polygonzug:
Von FP N, N, Ni_1 N;
Nach FZ | N, FP | N, N, N5 o N, N | Ny | Ny
Richtung| ) T3 Ty Ts Te o | T2nim1 | T2ei | T2wiw1 | T2xi2
Strecke - S1 - Sy - S3 - - S - Sit1
Abb. (A.5.101) Prinzipskizze und Indexierung zum einseitigesulossenen Polygonz
Prinzip und Indexierung zum einseitig angeschlossenen Polygonzug
Hochachse
4 FZ
ry B
I ovia ;7 Fox
A————8 s * ° % Rechtsachse
FP 51 N, N, ®1 N, S N

Mit (A.5.10.2) lasst sich unter Verwendung der Orientierungeianntero, des StandpunkteFP

ersetzen; = r, + o, und mit A.5.1C.3) weiter substituiereoy = tp; — 1, ZUty = 15 + tpy — 1y,

Es ergibt sich

Yy = sy xsin(ry, — 1, + tpz) (A.5.10.8a)
X1 =5y xcos(ry — 1y + try) (A.5.10.8b)

Fur die Koordinaten des zweiten Br- bzw. NeupunkteéN,) gilt analog

Y, =Y + 5, xsin(ty) = sq *sin(ry, — 1y + tpz)+s, * sin(t,)

X, = Xq + 55 %cos(ty) = sy xcos(ry, — 11 + tpz) + 55 * cos(ty)

Anhange Fehlertheorie



Anhénge 222

In Polygonziigen ergibt sich der Richtungswinkellir das polare Anhangen desen Brechpunktes
N; an den vorigemw;_, als Summe von dessen Richtungswinke] und dem aulV;_; beobachteten
Brechungswinke|s vermindert um 200 gort; = t;_; + 8 — 200 gon. Fur die vorzeichengerechte
Bildung vonp ist die rickwarts (also zl;_,) beobachtete Richtung (hiet;,;_;) von der vorwarts
(also zuN;) beobachteten Richtung (hiet.,;) abzuziehenf = r,,; — ry,;_1- ES ergibt sich konkret

fur N,: B = r, —r;und damitt, = t; +r, — 13 —200gon = r, — 1y + tgy + 1, — 3 — 200 gon.
Fir die Koordinaten des zweiten Brechpunli¥gdolgt daraus

Y, =51 xsin(ry — 1y + tpy)+5sy x sin(ry, — 1y + tpy + 1, — 13 — 200 gon) (A.5.10.93)
Xy =85y %cos(ry — 1y + tpy) + 5y xcos(ry, — 1 + tpy + 1, — 13 — 200 gon) (A.5.10.9b)

Die rekursive Anwendung dieser Richtungswinkellmestung fiihrt in Verbindung mit der Struktur
der beiden Beziehungen (A.5.10.9a) und (A.5.10z8plgender allgemeiner Koordinatenbildung fuir

j i
Y, = Z s; * sin Z(rZ*k — T9uk—1) + tpz — (i — 1) * 200 gon (A.5.10.10a)
i=1 k=1

S; * COS Z(rZ*k — Touk—1) + tpz — (i — 1) * 200 gon (A.5.10.10b)
k=1

2=
Il
i

Die partiellen ersten Ableitungen lauten im eingangeschlossenen Polygonzug fur die Richtungen:

Mit k < j:
J
Y/ (r2uk-1) = —Z 5] * COS Z (T2em — Tosm—1) + trz — (L — 1) * 200 (A.5.10.11a)
=k m=1
J !
X! (Fure1) = Z 5, * sin Z (Fyems = Toum_1) + trg — (L = 1) * 200 (A5.10.11b)
=k m=1
j
Y/ (1241) Z * COS Z (T2em — Toem—1) + trz — (L — 1) * 200 (A.5.10.11c)
1=k m=1
J l
X{ (k) = —Z Sy * sin Z (Tysm — Toem—1) + trz — (L — 1) ¥ 200 (A.5.10.11d)
=k m=1
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und flr die Strecken mit < j:

n
Y/ (sp) = sin Z(rZ*p — Tpup-1) + tpz — (n — 1) % 200 (A.5.10.12a)
p=1
n
Xi(sp) = cos Z(rZ*p — 7’2*p—1) +trpy;—(n—1) %200 (A.5.10.12b)
p=1

Die partiellen zweiten Ableitungen lauten im eitigeAngeschlossenen Polygonzug:

Mit k < j:
J l
YO (yuin) = _Z s, * sin z (Fyem — Tpemo1) + tpg — (L= 1) % 200 (A.5.10.13a)
=k m=1
J l
XJ.(Z)(rZ*k_I) = — Z S; * COS Z ("24m — T2sem—1) + tpz — (L — 1) * 200 (A.5.10.13b)
=k m=1
mitk <j,q<j:
Yj(Z)(TZ*k—ler*q) =
j ! (A.5.10.14a)
s; * sin Z (T2em — Tosm—1) + trz — (L — 1) x 200
l=max(k,q) m=1
X](Z) (rZ*k—ler*q) =
j ! (A.5.10.14b)
51€05| D (Faum = T2um-1) + trz = (L= 1) + 200
l=max(k,q) m=1
mitg < k <j:
Yj(Z) (rZ*k—l'TZ*q—l) =
j ! (A.5.10.15a)
- Z s; * sin Z (T2em — Toem—1) + trz — (L — 1) x 200
l=max(k,q) m=1
X (gke1s Tug-1) = (A.5.10.15b)
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l
= > [ sercos| D Gam = rramo) + ez — (1= 1) 200
l=max(k,q) m=1
mitk <n <j:

n
Yj(z)(rz*k—l,sn) = —cos (Z (Tzem = T2em-1) +tpz —(n = 1) * 200)

m=1

n
Xj(z) (T24k—1,5n) = sin (Z (Tem = T2em—1) + tpz —(n — 1) * 200)
m=1

mitk <j,q<j:
Y (Pt T20g-1) =
Jj l
%50 " (g = Tams) + ez — (L= 1) % 200
l=max(k,q) m=1
XD Py Taeg1) =
J l
514005 [ Y (om = Taum-1) + tz = (L= 1) x 200
l=max(k,q) m=1
mitg < k <j:

Y}'(Z) (rZ*kl TZ*q) =
J !

= > seesin| Y Coam = rames) + tez = (= 1)+ 200
l=max(k,q) m=1

XJ(Z)(rZ*k'rZ*q) =

l
= > [ sercos| D Gam = rramo) + ez — (1= 1) 200
l=max(k,q) m=1

mitk < j:
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(A.5.10.16a)

(A.5.10.16b)

(A.5.10.17a)

(A.5.10.17b)

(A.5.10.18a)

(A.5.10.18D)
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j 1
Yj(z)(TZ*k) = —z s; * sin z (T2em — T2em—-1) + tpz — (L — 1) x 200
l=k m=1
j 1
X]-(Z)(TZ*k) = — S| * cos z (T2em — T24m—1) + trz — (L — 1) * 200
l=k m=1
mitk <n<j:

n
Yj(Z)(TZ*k'sn) = CO0S (Z (TZ*m - rZ*m—l) + tFZ - (n - 1) * 200)

m=1

n
X]'(Z)(TZ*k:Sn) = —sin (Z (T24m = T2em-1) +tpz —(n — 1) * 200)

m=1

n
Y](Z) (sn’ rZ*k—l) = —(CO0S 2(7"2*17 - rz*p—l) + tpz — (n - 1) *200
p=1
n
X]'(Z)(Sn: Tz*k—l) = sin Z(’rz*p - rZ*p—l) + tFZ - (n - 1) * 200
p=1

n
YJ'(Z) (Sn,T24) = cos Z(Tz*p - rZ*p—l) +tpz — (n—1) %200
p=1

n
X]-(Z)(snp rZ*k) = —Sin Z(Tz*p — TZ*p—l) + tFZ - (n — 1) * 200
p=1

P(s) =0
X (s) =0

mitq < j:
IG(Z)(STU sq) =0

X].(Z) (sn, sq) =0
YJ'(Z)(Sq'Sn) =0
Xj(z)(sq,sn) =0
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(A.5.10.19a)

(A.5.10.19h)

(A.5.10.20a)

(A.5.10.20b)

(A.5.10.20c)

(A.5.10.20d)

(A.5.10.20€)

(A.5.10.20f)

(A.5.10.20g)

(A.5.10.20h)

(A.5.10.21a)

(A.5.10.21b)

(A.5.10.21c)

(A.5.10.21d)
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A.5.11 Der GUM (Guide to the expression of Uncertainty in Measurente

Der GUM kann entsprechend seiner Bezeichnung als einadeitf zur Angabe der Unsicherheit beim
Messen angesehen werden und entstand 1993 aufdeundotivation, einen international gultigen
einheitlichen Umgang mit der Angabe von Messunslatieen festzulegen und dabei vor allem die im
Rahmen der Gaufd'schen Fehlerrechnung weitgehenehahtet gebliebenen systematischen Fehler-
anteile mit einzubeziehen. In den Jahren 1999 @& 2vurde der GUM durch den dafir zustandigen
Zusammenschluss internationaler Institd@GM (Joint Committee for Guides in Metrolgggktuali-

siert und ergénzt.

Im Konzept des GUM wird idealisiert die sdgessgrof3en als in der Regel nicht bekannter wahrer
Wert fur eine GroR& angenommen, welche sich anhand diskreter und basmimmten Verteilung
folgenderMesswerteempirisch bestimmen lasst. Die Differenzen diddesswerte zum wahren Wert
werden aldMessabweichunbezeichnet und sind im Falle eines unbekanntememaivertes ebenfalls
nicht genau bekannt.

Als Maf fir die Streuung der MessgroRRe sieht deMGlaher schliellich dieMess) Unsicherheitu
(uncertainty) als Schatzwert fur die Messabweichumig(SCHENK et al. 2014); mit der Differena

zur Messgrofen fihrt der GUM ferner dalessergebnig als idealisierten Messwert ein.

+ Messabweichung = Messwert
MessgroRe m L= L=
+ (Mess-) Unsicherheit u = Messergebnis y

Im Sinne des GUM sollen nun prinzipiell die — kiash getrennten — systematischen und zufélligen
(statistischen) Fehler- bzw. Varianzanteile aufeeigemeinsamen Grundlage zweier Kategorign (
und B) behandelt und dabei als Standardabweichungen. (@&hivl Standardunsicherheitem) bzw.

Varianzen ermittelt und angegeben werden:

» Unsicherheiten des Typs A:
Ermittlung anhand statistischer Methoden (z.B. &adabweichung des Einzelwertes oder
des Mittels einer Stichprobe).

* Unsicherheiten des Typs B:
Nicht anhand statistischer Methoden ermittelZuordnung der zur betrachteten Grol3e
adaquaten statistischen Verteilung (DichteannalrBe Normal-, Poisson- oder Gleich-

verteilung) und Angabe der Standardabweichung autdundlage jener Verteilung.

Die zuféalligen Varianzanteile kdnnen nach beidepéry angegeben werden, ohne dass die Angabe
nach Typ B nachteilig sein muss, da Angaben nagh Ayempirisch und somit auf der Grundlage

einer diskreten Stichprobe selber unsicher singteByatische Fehleranteile werden als statistisch
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aufgefasst und ihnen somit ein quasi-zufalligetuStaerliehen (BABE 2000), womit sie nach Typ B

behandelbar werden.

Der GUM sieht ferner die sogrweiterte Unsicherhei/ des Messergebnisses/or, welche sich aus

der Standardunsicherheitund dem sog. Erweiterungsfakiowie folgt ergibt:
U=k=x*u(y).
Daraus ergibt sich aldberdeckungswahrscheinlichkeitw.Grad des Vertrauender Bereich
y—U <Y <y+U

welcher den Anteip der Wahrscheinlichkeitsverteilung umfasst, von déien sinnvolle Zuordnung
der gemessenen Grofgeerwartet werden kann ¢BENK et al. 2014). Der GUM schlagt im Sinne
einer plausiblen Uberdeckungswahrscheinlichkeit 2 vor, was im Falle normalverteilter Beobach-

tungen einem Anteil vomp = 95 % der Wabhrscheinlichkeitsverteilung bzw. Grundges$esmtder

Beobachtungen entspricht.

Die Anwendung des GUM wird insbesondere wegenatendlen Behandlung der systematischen
Fehleranteile wie im Sinne zufalliger Anteile lsigrt (QRABE 2000).
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A.6.1 Beispiele fur langwellige Schwachformen in agedehnten Lagenetzen

Die vektoriell dargestellten Schwachformen der éoiden drei Abbildungen (A.6.1.1) bis (A.6.1.3)
stellen die Abweichungen zwischen den frei ausgkeghen Lagenetzpunkten und deren zugehorigen

Soll-Koordinaten des ITRF-Bezugs dar.

Abb. (A.6.1.1) Langwellige Schwachform im LandegriRheingrenzéis 1.0 m nach eigenen

Berechnungen:

» R : Misdstah Zechnurg

\' .‘\'b.’ " ! :_ 3 1 2KEm

Manssah Vakinmen MO0 |

im
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Abb. (A.6.1.2) Langwellige Schwachform im DHDN &5 m aus BRENBACHet al. (2006):

Residuen-Lage:
—1 m

Darstellung:

« 100 km
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Abb. (A.6.1.3) Langwellige Schwachform im Landegridébwosibirskbis 4.5 m ausAERet al.
(2012):

Malstab:

Horizontale Verzerrung
1 m

Vertikale Verzerrung
—1m

Karte

=10 km
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A.6.2 Das Festpunktnet-Hamburgisches Wattenmeer

A.6.2.1 Allgemeines und Bestandsprifung

Das Gebiet des Hamburgischen Wattenmeeres, wetelcbslich-geografisch auf den Staatsvertrag
von 1969 zwischen Hamburg und Niedersachsen zuelitkgimfasst neben der zentral gelegenen
Hauptinsel Neuwerk noch die beiden Vogelschutzms&tharhérn und Nigehorn im umgebenden

Inselwatt.

Diese Exklave der Kernstadt Hamburg ist mit einedl§& von 137,5 km? seit dem 9. April 1990 als
Nationalpark Hamburgisches Wattenmaamgewidmet und gehért seit dem 27. Juni 2011 zum
UNESCO-Weltnaturerbe.

Im Vorgriff auf das ehemals geplante Projekt eifiefwasserhafens nahe der Insel Scharhdrn wurden
in den sechziger Jahren des letzten JahrhunderBemgich der Inseln und des Inselwatts insgesamt

25 geodatische Festpunkte in unregelmaliger geloigier Verteilung festgelegt als entweder

» Trigonometrische Punkte (TPs) und bzw. oder
» Préazisionshohenfestpunkte als seghrfestpunktéRFPS) oder
» Prazisionshohenfestpunkte als sdgterirdische Festlegungspunkiig FPs)

Die Prazisionshohenfestpunkte sind jeweils ndemburger Bauar{ GRORMANN & K AHMEN 1988)
ausgestaltet und weisen eine Durchmarkung derlabkennahen Alluvialbdden bis zum tragfahigen
Diluvium (TORGE 1975, RCHTER 1986) auf.

Dieses Festpunktfeld hat mit dem Stand einer Sigid-Me3prufung von Juni 2007 folgenden Status:
1. Zwolf vorhandene und gebrauchsfahige Festpunkte:

Aus dieser Gruppe konnten zehn Festpunkte direkRTK-Methoden und zwei Gber das Verfahren
der RTK-Tachymetrie (TP 1/2016 und RFP 3107) bebtedaverden. Die direkte RTK-Beobachtung
des TP 52/2016 (RFP 5503) ist jedoch aufgrund deicbheren Zentrumsauffassung seiner sehr tief
liegenden Vermarkung im Mischwatt fir geodéatisclem@iigkeitsbelange nicht verwertbar.

Die noch gebrauchsfahigen Festpunkte sind in sechszwolf Féallen als Festpunkt-Union von TP
und RFP ausgebildet und dabei als RFP (ohne Scsitak) vermarkt.

Die drei klassischen Boden-TPs liegen als TP-Rféitét Grundplatte) vor und zwei klassische RFPs
sind als solche (mit Schutzkasten) vermarkt, wolveFalle von RFP 1401 eine exakte historische
Lagekoordinate vorliegt und RFP 3107 nach Anhamgd&n vertikalen Datumspunkt fir die Insel
Neuwerk realisiert. Dariliber hinaus existiert miteen Exzentrum des reinen TP (1) 1/2016 ein Hoch-

punkt in Form des Neuwerker Leuchtturms (Windfahne)
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2. Vier infolge der Tiefe ihrer Vermarkung untetnaler Gelandeolrkante bisher nicht aufgegrabe

und daher nicht priffahige Festpun

Hier handelt es sich um die Festpt-Union TP 55/2017 (RFP 6106) im Inselwatt sowie uaaivei
UFPs 1901 und 1902 und um die Bodenfestlegung WwB1IV2017, jeweils auf der Insel Merk.

3. Neun definitiv untergegangene Festpur

Sieben dieser Festpunkte waren in Festf-Union als TP und gleichermaf3en RFP vorgeseher

als RFP (ohne Schutzkasten) vermarkt, wobei jediechbeiden TPs 51/2016 und 51/2116 aufg

ihrer sehr friheitigen Vernichtung keine Hohenkoordinate mehr saggeben werden konn

Der Pfeiler des klassischen Bo-TPs 12/2016 musste 1984 aus Sicherheitsgriindemuadfgler

allméhlichen Inselverlagerung Scharhdrns nach Cstégegeben und entfernt werdensatz ist TP
12exz/2016. Ferner ist der (reine) UFP 1903 autrtkr Neuwerk vernichte

Es ist unter Berlcksichtigung der meteorologischad maritimen Bedingungen im Bereich 1

Hamburgischen Wattenmeeres Auskolkung und Eisd(DIETRICH et al.1992 als Ursache fiir den

Untergang der im Inselwatt befindlichen Festpurzktezermuter

Abb. (A.62.1) Ergebnis der Bestandsprufung des FestpunkgHamburgisches Wattenm

TP 12/201 }i.l.Tp 52/2016

TP 11/201¢ 4 ! TP 12exz/201
Tp-. 5‘.'8/20’1("'" TP"'53/201( TP 55/201° ;
. ."EF@:-E-IAQQlE.;.' ot T
‘"'TP 1/201( e | P 54/2017
TP 56/2016.4 \\_ - hEEaiasl
NP L TP 57/201( \ i
TP 55/201E """"" S TP 53,201
: TP52/2116 : 3 y \
3 M R TP 7212014
TP51/2116 Wi B N
TP 71/2117|
A | Festpunkt (FP) - . !
X FP. vernichtet \\ o L W 4y _ o

Die letzte umfassende Bestandsaufnahme sowi- und hdhenseitige Bestimmudieser Festpunkte
fand in den siebziger Jahren des letzten Jahrhtsnderch das damalige Hamburger Vermessung
(heute: Landesbetrieb fir Geoinformation und Vesuag, LGV) statt; als Vorgangerinstitution «

heutigen Hamburg Port Authority (HPA) fite das ehemalige Amt fir Stromnd Hafenbau in de
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achtziger Jahren des letzten Jahrhunderts im Ralwareschiedener Auftrage Vermessungsarbeiten
durch, welche sich auf einige dieser Festpunktédatgangspunkte stitzten, jedoch diese selber nicht

pruften.

Im Vorgriff auf die geplante RTK-MelRkampagne wurdee ortliche Beschau der Festpunktpriflinge
in den Jahren 2005 und 2006 durchgefiihrt; es wudddrei ausschlie3lich eindeutige Punktzentren

vorgefunden und die allgemeine mechanische Unvahsghder Prifpunkte festgestellt.

A.6.2.2 Historische und GNSS-gestutzte Georefereezung

Fur die Belange dieser Arbeit spielen vertikale @&renzierungen keine Rolle, so dass sich die

folgenden Betrachtungen auf die Festlegung degdmtdlen geodatischen Datums beschréanken.

Die Ersttriangulation erfolgte 1961 durch das dagealNiedersachsische Landesvermessungsamt
(LVA) unter der Leitung von W. H6pcke vom Geodatisn Institut der Universitat Hannover.

Das historische Lagedatum stellt sich grundsataistdas Datum der TPs und RFP 1401 gemaR jener
Ersttriangulation dar, mit Bertcksichtigung der Netrdichtungsstufe von 1963 durch das ehemalige
Vermessungsamt Hamburg und der weiteren Verdickaiofe und Neutriangulation von 1968 erneut
unter der Leitung von W. Hopcke. In dieser Fornddil die Lagekoordinaten den Vergleichsbezug fur
die neuzeitliche GNSS-gestitzte Beobachtung depuirggfeldes.

Zur Realisierung des GNSS-gestitzten Lagebezugd&enwich der Insel Neuwerk erfolgte zunachst
die RTK-Beobachtung einzelner Bodenfestpunkte efwngind unter Verwendung des offiziellen
Parametersatzes der AdV fiir den Ubergang auf dgedtatus 100 in der Version ,DREF-BRD*.

Die Zentimeter-Genauigkeit des hier eingesetztddS&-gestitzten Prifverfahrens (SAPOS-HEPS-
Modus mit Flachenkorrekturparametern) ist ausreidhigekannt durch z.B.FRUINKHORST & NODOP
(1999) und BUER (2003).

Die auf jene Weise auftretenden Differenzen zwinchistorischer und beobachteter Lagekoordinate
wurden nach einem auf der Methode-der-Kleinstend@ata beruhenden Verfahren (Anhang 6.5) als
Beobachtungen fiir die mal3stabs- und orientierusgstAnpassung des verwendeten Parametersatzes
,DREF-BRD" an das (amtliche) Lagedatum der Insdffaakte verwendet und somit ein fir diese
Festpunkte bestpassender 7-Parametersatz mit deicBeungNeuwerkermittelt, welcher auch der

Referenzierung der RTK-Lagebeobachtungen der Felsimiiflinge des Inselwatts dienen soll.
A.6.2.3 GNSS-gestitzte Prifung des Lagefestpunktbds

A.6.2.3.1 Festlegung von Ist- und Soll-Bezug

Zur Erzielung von Kongruenzaussagen zwischen dielebgegebenen Lagebeziigen

» amtliche Lagekoordinaten im historischen Datum géstatus 100)
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* RTK-Lagekoordinaten im Parametersatz-gestitztenatleuwerk (Lagestatus 100)

soll der letztgenannte Bezug Sollwert-Charakterakeh, weil die nach BUNKHORST & NODOP
(1999) statistisch zu erwartende RTK-Lagemel3gehkaitigm fur die Prifung der Festpunkte
angewendeten SAPOS-HEPS-Modus von + 17 ma) éls besser gegenuber der Genauigkeit der
historischen Lagekoordinaten angenommen wird. Sevmd das historische Lagedatum zum Ist-

Bezug.
A.6.2.3.2 Funktionales Modell

Aufgrund der Art der zu lésenden Aufgabe kommt Mliethode-der-Kleinsten-Quadrate zum Zuge;
das funktionale Modell fur die Abbildung der gesterthParameter auf die als Koordinatendifferenzen

eingefuihrten Beobachtungen (s.u.) ist geeignetatdiien.

Unter Beachtung der Netzgeometrie der Ersttriariguiamit TP 1/2016 als festem Ausgangspunkt
mit vier festen Richtungsanschlissen und polar l#@ggten Neupunkten sowie zusatzlichen Beob-
achtungen zwischen diesen Neupunkten kann die éinig des Ist- auf den Soll-Bezug anhand einer
Drehstreckung mit mdglichem Shift des Ausgangspesili beiden Koordinatenrichtungen passend
modelliert werden, da der Abril3 auf TP 1/2016 d&zkestimmungsfigur geometrisch dominiert.

Die beiden Freiheitsgrade zur Modellierung destShif Rechts- und Hochachsrichtung tragen dem
indirekten Anschluss der Ersttriangulation an TEO16 als Standpunktzentrierung Rechnung, welche
erforderlich wurde, da sich die LagekoordinaterseieFestpunktes auf seine Windfahne als herabge-

legtes Punkt-Exzentrum beziehen.

Die Anwendung einer 4-Parameter-Ahnlichkeitstrarstation (Helmerttransformation) kommt fur
die Losung der Aufgabe nicht in Betracht, da fUs Harizontale geodétische Datum der betrachteten
Netzmasche der Abril3 auf TP 1/2016 pragend undchtagebend wirksam ist und sich infolgedessen
mdgliche Verschwenkungsfehler bei der Ausrichtuigge Masche auf den Standpunkt TP 1/2016 der
datumsgebenden Richtungssatzbeobachtung und rieltwZuge der Helmerttransformation auf den

Koordinatenschwerpunkt der Priflinge als Drehpurgdiehen missen.

Der Vektor der Parametar ergibt sich daher aus den vier einhergehendeméitegraden fur diese
Abbildung mit Drehwinkelp, Maf3stabn und Rechts¢ARe) und Hochwertverschieburi@dHo) zu

%

m
= | 4pe (A.6.2.1)

AHo

Fdhrt man im Ist- und im Soll-System die Koordimatéferenzen jedes Priflings zum Ausgangspunkt

der Drehstreckung (TP 1/2016) mit seinen amtlidkeardinaten formal wie Basislinien ein als
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L = (jf,f)ii) (A.6.2.2a)
Lsou = (gheson) (A.6.2.2b)

und modelliert deren Relativbezug mit einem Dretkirp in geodatischer Zahlrichtung sowie einem

Mafstabsfaktom Uber eine Drehstreckungsmatiix

_ (m=xcos(p) mxsin(p)
b= (—m * sin(@) m * Cos((p)) (A.6.2.3)

und dem Shift-Vekto(ARe) zu

AHo
Lsou = D+ Lise + (4120 (A.6.2.4)
so ergibt sich aus (A.6.2.4) mit (A.6.2.3), (A.@2) und (A.6.2.2b) ausgeschrieben
AReg,;; = m*cos(@) * ARe;s + m = sin(p) * AHo,s; + ARe (A.6.2.5a)
AHog, = —m * sin(@) * ARejge + m * cos(¢) * AHo;gs + AHo (A.6.2.5b)
bzw. als Verbesserungsgleichungen
Vge = m*cos(@) *x ARe;s + m * sin(p) *x AHoyg + ARe — ARegyy; (A.6.2.6a)

Vo = —m*sin(@) * ARe;ge + m * cos(¢p) * AHo;se + AHo — AHoso;  (A.6.2.6D)

Hierin ist die Struktur der Designmatukerkennbar als

= (e o Gt @) g
mit
O0f(@)re = —m = sin(@) * ARe;ge + m * cos(@) * AHoys,
Sf(@)re = m * (cos(@) x AHoyg; — sin(p) * ARejs;) (A.6.2.8a)
6f(m)ge. = cos(@) * ARe;g + sin(p) * AHoO 4t (A.6.2.8b)
8f(ARe)ge = 1 (A.6.2.8c)
8f(AHOo)g. = 0 (A.6.2.d)
Sf(@)o = —m * cos(@) * AReyge —m * sin(@) * AHoyg,
Sf(@)yo = —m * (cos(@) * ARe;s; + sin(p) * AHoyg;) (A.6.2.8¢€)
6f(m)y, = —sin(@) * ARe;st + cos(p) * AHO 4 (A.6.2.8f)
8f(ARe)po = 0 (A.6.2.8g)
6f(AHo)p, = 1 (A.6.2.8h)

und der Vektor der gekurzten Beobachtunferkennbar als
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AR
1= ( 650”) = Ig (A6.2.9)

A.6.2.3.3 Stochastisches Modell

Das stochastische Modell der Beobachtungen bildetis der Stochastik der Koordinatendifferenzen
im Ist- und Soll-System ab. Hierin sind zwar Koat@dnen zwischen diesen Differenzen aufgrund der
Art ihrer Bildung anzunehmen, jedoch kaum zu beemssmd daher ohne Belastung des Sachverhalts
vernachlassigt. Unter der Annahme gleichgenauerrddoatendifferenzen geht die Gewichtsmatrix
der BeobachtungeR;; in die Einheitsmatrid Uber und verhalt sich so im Algorithmus fir diesAu

gleichung nach der Methode-der-Kleinsten-Quadratsral.

A.6.2.3.4 Randbedingungen zur Ausgleichung

Hinsichtlich der zu erwartenden Grof3enordnungerudbekannten Parameter seien deren N&herungs-
werte zu Beginn der Ausgleichung fiir den Mal3stddbsfagleich eingim, = 1) und fur die Ubrigen

drei zu schatzenden Parameter gleich Null gesetzt.

Da mit dem Drehwinkefp mindestens ein Parameter im funktionalen Modehight linearer Form
auftritt, ist der Ausgleichungsalgorithmus iteradu verwenden und einer Konvergenz beliebiger
Scharfe zuzufuhren. Der zugehorige Eintrag destfiserten Parameters hat im Parametervektor die
Eigenschaft eines differentiellen Zuschlags; diggém Eintrdge hingegen stellen zwar unmittelbar di
gesuchten Parameter dar, iterieren aber so laigallé differentiellen Zuschlage ausreichend gegen
Null konvergieren.

Idealerweise sollten die Eintrdge deiMatrix eine einheitliche GroRenordnung aufweisgo.bliebe

die Normalgleichungsmatri?v = AT = P;; * A homogen und ihre Invers@,, = N~! numerisch
stabil (KAHMEN 1986). Der Aufbau des funktionalen Modells im Senfall der Drehstreckung mit
Lageshift macht hingegen Koeffizienteneintrage reiédich, die sich um bis zu 7*i@interscheiden
und somit die 0.g. Homogenitatsforderung deMatrix erheblich verletzen. Infolgedessen sindr hie
stets mehr als nur zwei Iterationen anzuwendeneinm ausreichende Konvergenz der Ausgleichung

mit einem Restfehler von weniger als 1 mm fiir ciealheter des Lageshifts zu erzielen.
A.6.2.3.5 Ergebnisse

Es ergeben sich fur die Abweichung des Ist- voni-Betug folgende Parameter mit zugehériger

einfacher Standardabweichung unter Anwendung dsteleenden Methode an neun Priflingen:

* Drehwinkel =0.8 mgon 0.2 mgon
* Malistabsfaktor =1.0 ppm  £2.5 ppm
* Rechtswertshift = -8 mm £ 15 mm

e Hochwertshift =43 mm + 15 mm
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Der Erwartungswert ist fir alle geschatzten Parangdeich Null, so dass sich zwei nicht signifil@nt
im Falle des Hochwertshifts mit 28%ine hoch signifikante und im Falle des Drehwiskeit 4.@&

eine hochst signifikante Abweichung davon erheben.

Der mittlere Punktfehler betragt £ 43 mm und beltgtasowohl das Fehlerbudget der historischen als
auch das Fehlerbudget der GNSS-gestitzten Einddlmobachtung, welches zu = 17 mm angesetzt
werden kann (s.0.). Nach Varianzenfortpflanzungsigesrgibt sich eine globale Einzelpunktgenauig-

keit von = 39 mm flr die historische Punktbestimigpudie somit etwa um den Faktor 2 unglnstiger

ist als das hier angewendete GNSS-gestutzte VerigdBRUNKHORST2010).

Die grof3te Einzelpunktablage des ausgeglichenagefmssten) Ist-Systems vom Soll-System betragt
63 mm (am TP 58/2016 = RFP 6309) und die gro3teieote Verbesserung 1.92 (fur den Hochwert

ebd.); die zweitgré3te normierte Verbesserung heigjtl.71 fir den Hochwert von RFP 1401 vor.

Das Beobachtungsmaterial ist also ausrei3erfreibend = 18 Beobachtungen in Form von Koordi-

natendifferenzen ung = 4 unbekannten Parametern und somit einer mittleegineBundanz von

n—u 18—4

nach Niedersachsischem FestpunktfelderlassDRSACHSISCHESMINISTERIUM DES INNERN 1988)

alsgut kontrollierbarzu bezeichnen.
A.6.2.4 Stochastische Wirkung der systematischen Reranteile

Die vier ermittelten deterministisch-systematisclk@hmleranteile (Drehwinkel, Mal3stabsfaktor, Shift
fur Rechts- und Hochwert) lassen sich zu einem Hagcfir die parameterbezogene Kovarianzmatrix
stochastisch modellierenAGER & LEINEN 1992) und einer spektralen Zerlegung unterzieBeaeR

et al.2005).

Tab (A.6.2.1) Stochastik der gepriften systemdhtifidelasteten Neupunkte:

Neu- Ohne systematische Fehleranteild  Mit systematischen Fehleranteilen]
punkt a b o Mp a b ) Mp

Nr. [mm] | [mm] | [gon] | [mm] | [mm] | [mm] | [gon] | [mm]
201611| 62.8| 12.4| 140.6| 64.0| 73.1| 32.6| 158.1| 80.0
201612| 58.7| 11.7| 159.3| 59.9| 72.3| 22.8| 172.5| 75.8
201651| 38.9 8.4 129.8| 39.8| 54.3| 28.3| 168.8| 61.2
201652| 55.6| 11.4| 166.6| 56.8| 70.5| 18.9| 177.8| 73.0
201653| 17.6 3.9 4.3| 18.0| 46.7 5.3 192.0| 47.0

Erwartungsgemal vergrofert sich der mittlere Nekiffelmer auf maximal das 2.5-fache bzw. um bis
zu 29 mm, da ein Hochwertshift von 43 mm im Stamdpules die Netzfigur dominierenden polaren
Anhangens alle Neupunkte unmittelbar geometrischatachastisch belastet. Die Verzerrungseffekte
der Ubrigen drei systematischen Fehleranteile dgagggen vernachlassigbar gering.

Die mit dem Effekt der systematischen Anteile bieten Fehlerellipsen sind aufgrund der Majoritat

des Hochwertshifts gendhert entlang der Hochachsgesichtet, nachdem sie in ihrer unbelasteten
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Situation aufgrund der dominant ungiinstigen A-p&ireckenmeRgenauigkeiten genahert entlang

der Richtungswinkel des Standpunktes zu den Neupordientiert waren.

Abb. (A.6.2.2a) NetzbilédVattenmeemit Fehlerellipsen ohne Wirkung der systematischen

Fehleranteile (unbelastete Situation):

Legende:
* \ - ® A : Netzpunkte
. D Fehlerellipse
201612 N \\
‘ Malstdbe:

Karte: =500 m

201611

N

Ellipse: =50 mm

\ 201653
NS g

V

\/ 201601

231402 ¢ ‘::'--.5 211803
e

y 211719
i
221501

Als objektive MaRRzahl der Starke dieses fir die i®emie und die Stochastik des Netzes verzerrenden
Effekts dient die dimensionslose stochastische Weterrung, welche somit auch einen objektiven
Vergleich der Verzerrungswirkungen verschiedenexadnen wie beispielsweise hier deterministisch-
systematische Fehler oder stochastisch-systematiBehler aufgrund von Vernachlassigungen im
stochastischen Modell der Netzbeobachtungen askltie Netzgeometrie erlaubt. So ergibt sich fur
den Verzerrungseffekt der deterministischen Fehteil® eine entsprechende Netzverzerrung von
47.35 in quadratischer Form und fur den Verzerrefigkt aufgrund eines vernachlassigten Zentrier-
fehlers von £+ 2 mm eine ebenfalls quadratische \Wererrung von lediglich 2.93, also in erheblich

geringerer Grof3enordnung.
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Abb. (A.6.2.2b) Fehlerellipsen Nezattenmeemit Wirkung der systematischen Fehleranteile
(belastete Situation):

Legende:
201652 @® : Netzpunkt
201612 —» :Schwachform
O Fehlerellipse
Malstébe:

e Karte: =500 m
Schwachform, Ellipse:
— =50mm
201651
201653
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A.6.3 Geometrische und stochastische Wirkung geomieichen Zwangs
A.6.3.1 Quasi-Knotenpunkte als Anschlusspunkte

Die Wirkungen des als anschlusspunktbezogénerehler modellierten geometrischen Zwangs auf
die Stochastik bzw. die Netzgeometrie der konvesefien Ausgleichung mit Quasi-Knotenpunkten
als Anschlusspunkte sind in Tab. (A.6.3.1a) bzwb A\.6.3.1a) dargestellt.

Tab. (A.6.3.1a) Hierarchische RealnetzausgleicldesgglLagenetzeRethebrickenit Quasi-
Knotenpunkten 103 und 107 und einer EffektbelastiumghVx-Fehler:

Anz. | Diskrete Referenz Effektbelastung Nrn.
FPs | Netzver-| Mittl. Lagepunktfehler | Mittl. Lagepunktfehler | der
zerrung Mp, ¢ Mp, eV FPs

Min. Max. | Mittel | Min. Max. | Mittel
[(mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm]

8% 0en(LACY)

2 128.03 1.0 6.9 3.0 2.3 8.9 4.75| s.o.

Abb. (A.6.3.1a) Latente Hauptschwachform aufgrdmeFehler im hierarchischen Lagenetz

Rethebrickenit Quasi-Knotenpunkten 103 und 107:

101
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Mit der Modellierung des geometrischen Zwangs adhgines Vektors miZx-Komponenten stellt
der resultierende Kovarianzmatrixzuschlag eine RiaMptrix und somit die latente Hauptschwach-
form in Abb. (A.6.3.1a) und (A.6.3.2a) bereits dadistindige Fehlerbudget deéi-Effektbelastung
dar.

Die Darstellung der Wirkung des geometrischen Zwaaugf die Effektbelastung erfolge indirekt als
Wirkung der stochastisch-systematischen Fehletanteiunter den Bedingungen dieses Zwangs

anhand eines Vergleichs zwischen effektbelasteteat®nen ohne und mit geometrischem Zwang.

Tab. (A.6.3.1b) Hierarchische RealnetzausgleictderLagenetzelethebriickenit Quasi-Knoten-
punkten 103 und 107 und einer Effektbelastung ddrElehler ohne und mit geometrischem Zwang

als unmittelbare Anschlusskoordinatenanderung:

Anz. | Diskrete Referenz Effektbelastung Nrn. Geom.
FPs | Netzver-| Mittl. Lagepunktfehler | Mittl. Lagepunktfehler | der | Zwang
Zerrung Mp, & Mp, €6 FPs

Min. Max. | Mittel | Min. Max. | Mittel
[mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm]

8% 0en (L ACY)

N

270.80 1.0 6.9 3.04 1.7 6.9 3.5 | s.o. | ohne
329.92 1.2 8.3 3.6 1.9 7.8 3.9%] s.o. | mit

N

Anhange Lagenetze



Anhénge

242

Abb. (A.6.3.1b) Latente Hauptschwachform aufgrdadgehler im hierarchischen Lagenetz
Rethebrickenit Quasi-Knotenpunkten 103 und 107 ohne geonodigis Zwang:
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Die zugehorige geometrische Situation sei anhandhtenten Hauptschwachformen der stochastisch-

systematischen Fehlerantedldir den Fall ohne und mit geometrischem Zwang igtze
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Abb. (A.6.3.1c) Latente Hauptschwachform aufgrdrigehler im hierarchischen Lagenetz

Rethebrickenit Quasi-Knotenpunkten 103 und 107 mit geomeétase Zwang:
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A.6.3.2 Non-Knotenpunkte als Anschlusspunkte

Die Wirkungen des geometrischen Zwangs auf dieHaistdk bzw. die Netzgeometrie der konventio-

nellen Ausgleichung mit Non-Knotenpunkten als Angsbpunkte sind in Tab. (A.6.3.2a) bzw. Abb.
(A.6.3.2a) dargestellt.

Tab. (A.6.3.2a) Hierarchische RealnetzausgleictuegylLagenetzeRethebriickenit Non-
Knotenpunkten 104 und 152 und einer EffektbelastiurghVx-Fehler:

Anz. | Diskrete Referenz Effektbelastung Nrn.
FPs | Netzver-| Mittl. Lagepunktfehler | Mittl. Lagepunktfehler | der
zerrung Mp, Mp, €V FPs

B Min. | Max. | Mittel | Min. Max. | Mittel
82 0cn (LACY)

[mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm] | [mm]

2 78.05 1.4 3.9 2.8 2.7 8.2 45| s.o.
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Abb. (A.6.3.2a) Latente Hauptschwachform aufgridmel-ehler im hierarchischen Lagenetz

Rethebrickenit Non-Knotenpunkten 104 und 152:
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Die Darstellung der Wirkung des geometrischen Zwasgf die Effektbelastung erfolge indirekt als
Wirkung der stochastisch-systematischen Fehletanteiunter den Bedingungen dieses Zwangs

anhand eines Vergleichs zwischen effektbelastateat®nen ohne und mit geometrischem Zwang.

Tab. (A.6.3.2b) Hierarchische RealnetzausgleichuexjLagenetzdlethebriickenit Non-
Knotenpunkten 104 und 152 und einer Effektbelastiurghd-Fehler ohne und mit geometrischem

Zwang als unmittelbare Anschlusskoordinatendnderung

Anz. | Diskrete Referenz Effektbelastung Nrn. Geom.
FPs | Netzver-| Mittl. Lagepunktfehler | Mittl. Lagepunktfehler | der Zwang
zerrung Mp, & Mp, &8 FPs
B Min. | Max. | Mittel | Min. Max. | Mittel
OStoen A [mm] [ [mm] | [mm] | [mm] [ [mm] | [mm]
2 272.54 1.4 3.9 2.8 2.1 4.8 3.5%| s.o. | ohne
2 271.28 1.4 4.0 2.% 2.1 50/ 3.7%] s.o. | mit
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Die zugehdrige geometrische Situation sei auch ddrand der latenten Hauptschwachformen der

stochastisch-systematischen Fehlerantefi@r den Fall ohne und mit geometrischem Zwang igéze

Abb. (A.6.3.2b) Latente Hauptschwachform aufgrdrgehler im hierarchischen Neethebriicke
mit Non-Knotenpunkten 104 und 152 ohne geometris&@wang:
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Abb. (A.6.3.2c¢) Latente Hauptschwachform aufgrdrigehler im hierarchischen NeRethebricke
mit Non-Knotenpunkten 104 und 152 mit geometrisczavang:
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A.6.4 Verifizierung von Lageknotenpunkten aus geodéschen Schwachformen
A.6.4.1 Verifizierungsmethode

Die Verifizierung von Lageknotenpunkten erfolge def Grundlage von Tests Uber quantitative und

gualitative stochastische Merkmale der Neupunkte:

1. Der guantitative Test dominiert den Verifizierunigesithmus und impliziert eine umgekehrte
Proportionalitat zwischen der Wahrscheinlichkeit flie Knotenpunkteigenschaft eines Neu-
punktes und dem Betrag seiner Einzelschwachforenfémn erfolgt zunéchst die Sortierung der
Neupunkte entsprechend des Kriteriums zunehmerideelgunktschwachformen.

2. Der qualitative Test kontrolliert die Einzelschwéaimen aller Nachbarpunkte eines Knoten-
punktpriflings auf eineinheitlicheAusrichtungstendenz in entweder Zenit- oder Naifitung,
definiert vom Prifling zum betrachteten Nachbarpuniit der durch den Nachbarpunkt verlau-

fenden und zum Prfling tangentialen Geraden aterdoheidungskriterium fur diese Richtung.

Die Grundlage fir diese Tests bilden die in geadhtn Realnetzen stets auftretenden physikalisch
bedingten Korrelationen zwischen den Netzbeobadeaiunwelche als stochastisch-systematische
Fehleranteile Einfluss auf die Netzgeometrie ausjidee Schwachformen der Neupunkte, in denen
sich diese Fehleranteile stets abbilden, werdeystematisch geometrisch bestimmt und zwar je nach
Auspragung und Wirkung der Korrelation auf glob@leise oder in verschiedenen, lokal begrenzten
Formen, welche mit dem Auftreten von Knotenpunkeémhergehen. Die geographische Verteilung

dieser Knotenpunkte — als Sonderfélle innerhalb @Gerppe der Neupunkte mit quasi-nullwertigen

Schwachformen — resultiert insbesondere aus dezdBlgign — mit beispielsweise verketteten polaren
Punktbestimmungen fur klassische geodatische Lazneelches die Geometrie der (stochastisch-

systematisch bedingten) Fehleranteile der Nachbétpieines Knotenpunktes bestimmit.

Mit Berlcksichtigung der Entfernungsabhangigkegitegnatischer Streckenfehler ergibt sich fur diese
Fehleranteile eine mit dem Abstand zum zugehérigestenpunkt zunehmende Grol3e sowie eine auf
diesen Knotenpunkt bezogene radiale Tendenz elicheit Ausrichtung. Mit Bertcksichtigung der
Entfernungsabhangigkeit systematischer Richtun¢gsfedrgibt sich eine Wirkung auf die GroRRe der

Fehleranteile in der gleichen Weise sowie zus&tadioe tangentiale Ausrichtungskomponente.

Ohne das Auftreten (physikalisch-bedingter) Kotieleen im Beobachtungsraum ware die Netzsto-
chastik ausschlie3lich durch zufallige Fehleraatbiéstimmt und infolgedessen ein nach Betrag und
Richtung diffuses Bild der Einzelpunktschwachform@me erkennbare Knotenpunkte zu erwarten.
Dieser Fall kann anhand einer Netzplanung (Neter déenauigkeitsvorbetrachtung) unter Vernach-
lassigung des stochastischen Modells der Beobaghtuhinsichtlich ihrer Korrelationen realisiert

werden.
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A.6.4.2 Verifizierungsalgorithmus

Der Algorithmus zur Verifizierung von Knotenpunktém den Schwachformen geodéatischer Lage-
netze basiert auf dem vorstehenden Modell fir dibillung stochastisch-systematischer Fehler-

anteile der Netzbeobachtungen in der Netzgeometrie.

Der quantitative Test liefert eine Neupunktsortigrunach abnehmender Wahrscheinlichkeit ihrer
Knotenpunkteigenschaften und daher mit zunehmetilerelpunktschwachformen. Daraus ergibt
sich der erste Neupunkt als Knotenpunktpriflingl3ged Wahrscheinlichkeit, dessen Verifizierung
nach dem qualitativen Test erfolgen soll. Zu dieséneck ist die Gruppe seiner Nachbarpunkte
geeignet festzulegen. Infolge der Entfernungsahibialy der SchwachformgréfRen seiner Nachbar-
punkte zum Prifling als Zentralpunkt bietet sicih &uchradius als Nachbarschaftskriterium an,
dessen Lange sich sinnvoll als der halbe Abstand knotenpunktprifling zweitgré3ter Wahrschein-
lichkeit festlegen lasst, um die Gruppe der Nagbimakte des ersten Priflings auf Neupunkte zu be-
schranken, deren Schwachformen geometrisch nichteisem anderen prasumtiven Knotenpunkt
dominiert werden. Der erste Prifling werde nun kat®tenpunkt akzeptiert, falls mindestens zwei
Nachbarpunkte fur ihn existieren — da der qualigaiiest anhand lediglich eines Nachbarpunkts trivia
wére — und diese jenen Test erflillen; es erfolgt\grwerfung des Priflings, falls wenigstens eine

dieser beiden Bedingungen nicht erfillt ist.

Die Verifizierung der weiteren Priflinge erfolgt amprinzipiell in gleicher Weise, jedoch ergibthsic
der Suchradius ab dem zweiten Prifling als desksnsker halber Abstand zu allen bis dahin verifi-
zierten Knotenpunkten einschliel3lich des Priflimgs jeweils néchstkleinerer Wahrscheinlichkeit,
um dessen mdoglicher Knotenpunkteigenschaft beiFéstlegung der Nachbarpunkte Rechnung zu
tragen. Sollte sich auf diese Weise zunéchst eieedd mit maximal einem Punkt fur die Gruppe der
Nachbarpunkte ergeben, wird der kleinste halbe akasinur aus den bereits verifizierten Knoten-
punkten gesucht, um die Nachbarschaftsbedingunit raafgrund eines noch nicht verifizierten
Knotenpunktes mdglicherweise unzuldssig einzus&eréirDer aktuelle Knotenpunktprifling wird als
solcher verworfen, falls sich auch aus dieser nmditen Festsetzung des Suchradius maximal ein

Nachbarpunkt ergeben sollte.

Ein Prifling wird somit als Knotenpunkt verworfefialls fir ihn nicht mehr als ein Nachbarpunkt
gefunden werden kann oder seine Nachbarpunkte witagiven Test nicht erfillen.

Der Algorithmus bricht die Neupunktprifung auf Keopunkteigenschaften ab, sobald ein Priifling
erstmalig verworfen wird, da sich fur nachfolgerfeigiflinge die Knotenpunktwahrscheinlichkeiten

verringern.
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A.6.5 Empirische 7-Parameter-Bestimmung nach der éferentiellen Methode
A.6.5.1 Problemstellung

In der Vergangenheit bestand im Zusammenhang miRA&-PDGPS-Positionierung die Aufgabe

einer bestmaglichen dreidimensionalen Uberfihrumgggémessenen RTK-ETRS89-Positionen in die
Landes- bzw. Gebrauchskoordinatensysteme. Die i®usitungspraxis erforderte daher Parameter
zur Transformation zwischen dem Ausgangsdatum EBR8® dem jeweiligen (konventionellen)

Gebrauchssystem als Zieldatum zur optimalen Eimpasder beobachteten Positionen in diesen Ziel-
bezug, dessen Heterogenitat insbesondere fir da®hiale geodatische Datum aufgrund von unter-
schiedlichen, historisch gewachsenen und zueindamataplementiren Teilnetzen der Landesvermes-

sung im Mel3gebiet grundséatzlich nicht ausgeschioaseden kann (BUER 2003).

Die Repréasentativitat und damit der Anpassungsfetilees Transformationsparametersatzes hangt
daher in hohem Mal3e von der flichenhaften Ausdahdes Mel3gebietes ab. Dies gilt auch fur eine
Uber diese Datumstransformation zu erzielende Adlapder Hohenkoordinate, weil das (Quasi-)
Geoid als Hohenbezugsflache des Landessystemsneagaimallig geformter, mathematisch nicht
elementar erfassbarer Korper ist und sich daheoumsser tber eine (mathematisch regelmafiige)
entsprechend zu verschiebende und zu kippendesédillipberflache als origindrer GNSS-H6henbezug

annahern lasst, je kleinrdumiger der betrachtetei&eist.
A.6.5.2 Losungsansatz
Typischerweise vollzieht sich der Ubergang ins lemsystem auf diese Weise in zwei Schritten:

1. Datumstransformation der beobachteten RTK-ETRS&8tBoen anhand einer 7-Parameter-
Umformung. Eine alternative Uberfiihrung der beoketem ellipsoidischen Hohe in das Ziel-
datum des Landeshorizonts ist unter Verwendungsegeeigneten Geoidmodells iz 1969,
DENKER & TORGE1998) moglich.

Auf diese Weise entstehen (vorlaufige) Landeskoatdin und gendherte NN-Hdhen.

2. Lokale Bestanpassung der im ersten Schritt ertaitdfoordinaten (Ist-System) anhand einer
horizontalen und ggf. vertikalen Kalibrierung.

Die horizontale Kalibrierung entspricht einer 3-eod4-Parameter-Ahnlichkeitstransformation
Uber identische Lagepunkte (Soll-System: Festpunikte Gebrauchs- bzw. Landessystem).
Die vertikale Kalibrierung entspricht i.A. einem kinoffset mit Zweiachskippung~A schiefe
Ebene) der beobachteten und datumstransformiemsitidhen Uber identische Hohenpunkte
(Soll-System: NN- bzw. NHN-HOhenfestpunkte).

Auf diese Weise entstehen endgiltige Landeskoaetinait angeglichenen NN- bzw. NHN-HGhen.
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Der zweite Schritt dient somit lediglich der verbegen Anpassung der gemessenen Koordinaten an

das Landessystem bzw. an den NN-/ NHN-Horizonst&lit folgende Bedingungen:

Bereitstellung und RTK-Beobachtung klassischer Eggjpunkte am oder im Mel3gebiet.

» Bereitstellung, ggf. nivellitische Herauslegung WR@K-Beobachtung klassischer Hohenfest-
punkte ebendort.

» Beachtung einer ausreichenden Horizontfreiheit dei RTK-Beobachtung der Lage- und
Hohenfestpunkte.

* Verwendung frei aufstellbarer Rover fiir die erfolidhen RTK-Beobachtungen. Nautische
Anwendungen scheiden somit aus, da deren festliegRover dafiir ungeeignet sind.

» Bereitstellung eines ausreichend genauen Geoidispdetiches in die jeweilige Software
eingebunden werden muss, falls die alternative tlbeung der beobachteten ellipsoidischen
Hoéhen erfolgen soll.

* Einsatz einer GNSS-Feldcontroller- bzw. Auswertegafe, welche diese Kalibrierungen

unterstutzt.

Der zur Durchfihrung des zweiten Schrittes erfdictee Aufwand steht so in einem schlechten
Verhaltnis zum erwarteten Nutzen. Darlber hinatsdey zweite Schritt bei vielen praktischen
Anwendungen (z.B. top. Gelandeaufnahmen) entbéhrienn innerhalb des ersten Schrittes ein
lokal bestpassender 7-Parametersatz fur die Datans$ormation, welcher auch die Hohe adaptiert,

verwendet wird.

Das Ziel des zweiten Schrittes ist so bereits imalerdes ersten Schrittes annahernd erreichbés, fal

folgende Voraussetzungen beachtet werden:

* Begrenzung der GrolRe des MelRRgebietes zur ErhaltemBeprasentativitat des 7-Parameter-
satzes entsprechend der jeweiligen Genauigkeitabergfur Lage und Hohe.

* Anzahl und Verteilung der verwendeten Festpunktsgseii die Erzeugung eines fur das Mel3-
gebiet ausreichend reprasentativen und statissisbleren 7-Parametersatzes ermdéglichen.

e Zur Beurteilung der Zuverlassigkeit und einer fas deweilige Melvorhaben ausreichenden
Eignung des erzeugten 7-Parametersatzes misse@Gediauigkeiten seiner Komponenten

bzw. der transformierten Positionen ermittelban seid ermittelt werden.
A.6.5.3 Algorithmus zur empirischen Parameterbestimung

Es ergibt sich somit folgender Algorithmus zur Exgeng und Prifung eines lokal bestpassenden 7-

Parametersatzes fir die Datumstransformation vobdmhteten RTK-Positionen in den Zielbezug:

1. Bereitstellung einer ausreichenden Anzahl von Lagel Hohenfestpunkten im Mel3- bzw.

Ermittlungsgebiet, welche die erforderliche Horifogiheit aufweisen missen.
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2. Beobachtung der RTK-ETRS89-Positionen jener Feg&tpuZur Steigerung der Zuverlassig-
keit und Genauigkeit ist dieser Schritt ggf. metinfalurchzufiihren und die Mittel der beob-
achteten Positionen fir die nachfolgenden Beredemeinzusetzen.

3. Datumstransformation jener Positionen in den Zligedes Gebrauchs- bzw. Landessystems
anhand eines dafir ndherungsweise kompatiblenafviedersatzes.

4. Direkte Differenzenbildung zwischen den so erh@tegenéhert transformierten Positionen
und den gegebenen Festpunkten fur jede Koordinaktung entsprechend der Beziehung

A(Klaffe) = Gendherte Position — Festpunktkoordinate
Berechnung des Klaffenmittelwertes fur jede Kooatimrichtung.

5. Durchfiihrung eines Ausrei3ertests fiur die Klaffeitehiverte anhand eines einfachen Data-
Snoopings, ggf. Wiederholung der Mittelbildung urA@sschluss der Ausreil3er.

6. UberfUhrung der drei somit erhaltenen Klaffenmitiette (ARe, AHo, AH®) in Anderungeni
von funf der sieben Einzelparameter mit Drehwinketind Mal3stabsfakton als Konstante.

Tab. (A.6.5.1) Anderunged als Korrekturen fiir fiinf der sieben Einzelparamete

Klaffenmittel | Konvergenzgrenze Parameteranderung
[mm] [mm] ["]
ARe 9 = 0.0005 de,[0.001"] = %
AHo 15 | =0.0005 de.[0.0017] = —2Holmml
Y 30
Hafen HH Wattenmeer
dA,[mm] = —0.5856+*AH6 —0.5825 « AHO
AH® 1 -
dAy[mm] = -0.1031+AH6 —0.0868* AH6
dA,[mm] = —0.8040 * AH6 —0.8082 * AHO

Abb. (A.6.5.1) Prinzipskizze zur empirischen 7-Pagger-Anpassung:

Pritvmipslizee zur empitischen 7-Paratvet er-Bestitunung
Hihe

Hochwrett S = anmupassende Niherungsposition

Hamburgisches Wattenmeer:
‘ = Festpunktkoordinate dDeltal) = —-0.5825 * dL

dDelta(V) = -0.0868 * dL
dDelta(Z) = -0.8082 * dL

dEpsilon( ) ['] = dRechts [m] F18

e

_ ‘& — dL = Langendndering im
— dEpsilon¥) ['] = -dHoch [m] £30 ‘ Translationsveltor
Rechtsvrett,
Rechtswrert Hochwett
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7. Vorzeichengerechte Anbringung der fiir jeden Eireglmeter ermittelten Anderuny

8. Wiederholung des Algorithmus ab dem dritten Ablauiigt so lange, bis die Anderungén
aller fuinf Einzelparameter ihre jeweilige Konverggrenze betraglich unterschreiten.
Die Konvergenzgrenzen der Anderungen fiir die besshwinkel (dey,dsz) entsprechen
der Rundungsschwelle fur die in der Literatur gabhdiche Aufldsung von Winkelangaben in
Parametersatzen der Datumstransformationen; diedtganzgrenze der Anderungen fiir die
drei TranslationsvektorkomponentéaﬁAx, da,, dAZ) ist der (nivellitischen) Genauigkeit von

Hohenfestpunkten angepasst.

Liegt der endglltige 7-Parametersatz fir das Himigsgebiet auf diese Weise vor, sollten sich die
Festpunktkoordinaten anhand von datumstransforeme®TK-Wiederholungsbeobachtungen im

RTK-Genauigkeitsrahmen fur Lage und Hohe reprodaniéassen.

A.6.5.4 Genauigkeitsbetrachtung

Die sich fUr den endgliltigen Parametersatz in jé&dmrdinatenrichtung ergebenden Restklaffungen
sind grundlegend fiir Betrachtungen zur Genauigkest Verfahrens ausgehend von der vorliegenden

Stichprobe und ergeben als Verbesserungemd(Klaf fe) bein Einzelpunkten den

\a%
mittleren Anpassungsfehler der jeweiligen Koordinatenrichtung eines Einzelpunktes = + [n_]

Die Zusammenfassung von auf den Rechts- und auHdehwert bezogener genauigkeitsangebender
GroRRe nach dem Varianzenfortpflanzungsgesetz féibhéngige AusgangsgréfRen ergibt den mittleren
Lagefehlervektor; der mittlere Hohenfehlervektordiwals auf die HOhe bezogene Genauigkeitsangabe
direkt erhalten.

Uber diese genauigkeitsanzeigenden Fehlervektésst sich die Eignung des erhaltenen Parameter-
satzes fur den jeweils vorgegebenen Zweck beunteile

Die so ermittelten punktbezogenen Fehleranteilegatie Gite des Parametersatzes fur praktische
Belange bereits ausreichend an, auch wenn ferese dinteile unter Beachtung der geometrischen
Verhéltnisse in genauigkeitsanzeigende GroRRen igirfithf geschatzten Transformationsparameter
(dsy,dsz,dAx, da,, dAZ) skalierbar sind. Aufgrund der mangelnden geonukten Anschaulichkeit
der auf diese funf Einzelparameter bezogenen Sstikreei jedoch auf die zugehorige Skalierung ver-

zichtet.
A.6.5.5 Anmerkungen
A.6.5.5.1 Allgemeines und Randbedingungen

» Der Schwerpunkt aller in die Anpassung eingefihfestpunkte stellt als deren einfaches

arithmetisches Mittel den (geografischen) Bezugkpdieser Anpassung dar.
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In der Minimalkonfiguration einer Anpassung mit rimem Festpunkt bildet jener bereits den
Bezugspunkt; in diesem Falle besteht nicht die Mbogkit einer Genauigkeitsbetrachtung.

« Der vorgestellte Ansatz gilt in Strenge fir die géangrade Dund 180 und in guter Naherung
noch fiir deren Nachbarstreifen (z.B. Europa). Féderidiane 99und 270 sinde, unde,
sinngemal zu tauschen. Im Bereich der Mitten dir sigebenden vier Zwischenraume (als
Quadranten der Aquatorialebene) wurde es bishat gatestet.

» Die Anpassung der Hohenkoordinate erfolgt anhandreVektoraddition zum Translations-
vektor, die entlang der lokalen Ellipsoidnormaless dPotsdamer Datums als das klassische
Gebrauchsdatum der Landesvermessung in Deutscfiladie beiden Untersuchungsgebiete
Hamburger HaferundHamburgisches Wattenmeerientiert ist, um jene Anpassung von den
Lagekoordinaten zu entkoppeln. Auf diese Weiselgefo die Anpassungen der Lage- (tber
&y, €;) Und Hohenkoordinaten (Ubag, A, A,) getrennt und unabhangig voneinander.

Abb. (A.6.5.2) Geometrische Verhaltnisse zur Edipsormalen:

I eridionalschhitt Acuatorialebene
Z-Bchae ; Vo b ehse
Larhda(F) |
. Mendional-
¢ & PP wvFhene Hmchse - cbeme

A.6.5.5.2 Bedeutung der Geoidundulation

Abb. (A.6.5.3) Definition der Geoidundulatidvt

Definition der Einzelun dulation

P
£ ®
m
u ﬂ\— H = HH-Héhe _
B Geoid
d
2
g — — [Gecidmdnlation = k- H|
= Gebrauchzellipzoid

Die Geoidundulation tritt im Rahmen dieses Verfareunachst nicht explizit auf, da sie jeweils im
Translationsvektor enthalten ist und somit niclgasat angebracht werden muss. Fir nicht in Bezug

auf das (Quasi-) Geoid schmiegungsoptimierte Paesigze gilt jedoch die Einschrankung, dass die
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RTK-H6henbeobachtungen nur am geometrischen OrDdechdringungslinie von (Quasi-) Geoid
und Gebrauchsellipsoid (mit Lagerung gemaf desesaieten Parametersatzes) undulationsfrei ange-
passt werden und auf3erhalb davon infolge derers®@ig durch einen Verkippungsfehler undulativ

korrigiert werden mussen.

Abb. (A.6.5.4) Prinzip der gegen das (Quasi-) Gekippten Ellipsoidoberflache:

Profilachnitt im Azithut alpha Richtung alpha der stdtksten Kippung
Héhenindering . Honmalenrelktor alpha (&1
mE T R . R
Grebrauchsellipsoid
o =
Riendgiltig) . E 004
AR
Feoid § 0.03
i 0.0z
:a o
M (gedreht) = b PN
/ Il 0.00
N ALY Projektion
Verschiebung der Ellipsaid- J/ 001 des Honmalen-
mitte wegen Kippung -0.02 wvektors in die
003 Abb -Ebens
Fichtung alpha der stirksten Kippung ’
= max. Horimontalgradient der Undulationen '0'04\ \

A.6.5.6 Alternativverfahren raumliche Ahnlichkeitstransformation

Alternativ zur Parameteranpassung nach der diffedan Methode stellt die raumliche Ahnlichkeits-
transformation die strenge Losung dar, indem a#lbesr Parameter unter Verwendung von 3D-Fest-

punkten in einem Zuge ausgeglichen werden. Diessatk weist jedoch folgende Nachteile auf:

* Mindestens zwei Festpunkte missen nach Lage une Héstimmt werden, dartber hinaus
ist ein weiterer Festpunkt fir die Lage oder dieheél@rforderlich. Die empirische Parameter-
anpassung kommt hingegen in der Minimalkonfiguratitt nur einem 3D-Festpunkt aus.

» Aufgrund der mathematisch komplexen Zusammenhawigelzen den gesuchten Parametern
und den formal als Beobachtungen einzufihrendetpireitkoordinaten ist der zugehdrige
Ausgleichungsansatz nicht wie fur die meisten gésdé@en Ortungsaufgaben Ublich gemaf
des Gaul3-Markov-Modells (GMM) sondern entsprechdssl Gaul3-Helmert-Modells (GHM)
aufzustellen und dabei die beobachteten Festpuoidkmaten formal als zusétzliche Schéatz-
grofRen einzuftuihren (Jager et al. 2005). Die strasigeetzung des sich hieraus ergebenden
GHM stellt hohe Anforderungen an resultierende \gafelosungen. In jedem Falle sind die
klassisch getrennt ermittelten Lage- und Hohenkoatdn der Festpunkte vorbereitend in
kartesische Koordinaten eines ECEF-Systems zu vande

* Anwendungen der Softwarelésungen
- Trimble Geomatics Office (TGO), Version 1.63, Bul0 (26.08.2005)

- Leica SKI-Pro, Version 2.5 (2004)
- Cremer Auswertung und Planerstellung (CAPLAN)rsien 2.2 (25.05.2007)
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lieferten unterschiedliche Ergebnisse fur die Salvdy der sieben Parameter aus derselben
Stichprobe gegebener Festpunktkoordinaten und ibkeeidicher Fixierung auf jeweils eine
der beiden Transformationsmethoden nach MolodeBsidekas (BDEkAS 1969) oder
Bursa-Wolf (BJRSA 1962).

Im Gegensatz dazu ist das empirische Verfahrea stetleutig und resistent gegenuber jenen
Effekten.

» Aufgrund der zu I6senden Ausgleichungsaufgabe midseSoftwareldsungen iterative Ver-
fahren anwenden. Es zeigte sich fur die Mehrhaitgggesteten Anwendungen nach beiden
Transformationsmethoden eine fehlende KonvergerdemSchatzung der Transformations-
parameter.

» Die Ergebnisse einer Parameterschatzung lieRerfisicleselbe Softwarelésung und dieselbe
Transformationsmethode unter Weglassung oder Higzufg einzelner Festpunkte stets nicht
reproduzieren, auch wenn zueinander konsistentgpuirdde vorlagen, deren Koordinaten in
beiden Systemen sich anhand einer Datumstransfiommait einheitlichem 7-Parametersatz,
welcher folglich das Ergebnis der Parameterschgtzlanstellen sollte, aufeinander abbilden

lassen.

Als mogliche Ursache fir die Abweichungen zwiscden Ergebnissen der verschiedenen Software-
l6sungen, fur die mehrheitlich fehlende Konvergelez iterativen Parameterschatzung sowie deren
mangelnde Reproduzierbarkeit im Falle einer Anzaded#ung der zueinander konsistenten Festpunkte
kommen die unglnstigen geometrischen Verhaltnigsedér Bestimmung der Drehwinkel fir den

Ubergang zwischen zwei dreidimensionalen kartesisddezugssystemen in Frage, da hierfiir Fest-
punkte als Passpunkte verwendet werden, derendldtersuchungsgebiete tblichen Abstande auf
der Erdoberflache als (genaherte) Ellipsoidobenémit maximal etwa 30 km weniger als 0.5 % des
Erdradius als Schenkellange der abzuleitenden Dnédelvbetragen. Die Bestimmung der raumlich

und weltweit wirkenden Drehwinkel erfolgt daher a&iisem Stiutzpunktfeld heraus, das sich auf einen
Sektor von weniger als 0.0002 % der Erdoberflactschrankt anstatt sich idealerweise gleichmafig
Uber den gesamten Wirkungsbereich der Transformatialso weltweit — zu verteilen und somit zu

einer instabilen Numerik fuhrt.

Das empirische Verfahren zur Parameteranpassung-bestimmung stellt daher auf jeden Fall eine

praktikable Alternative zum strengen Ansatz iibee eiumliche Ahnlichkeitstransformation dar.
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A.6.6 Prufung der RTK-DGPS-Methode hinsichtlich ihrer Verwendbarkeit als

Melverfahren zur Sicherungsmessung des Neuwerker iRjdeichs

A.6.6.1 Problemstellung

Der Neuwerker Ringdeich Ubt als Landeshauptdeienwgsentliche Hochwasserschutzfunktion fur
die Hamburg-Insel Neuwerk aus, weist eine Lange 4@km und eine durchschnittliche Hohe von
etwa 6 m NN auf und ist in den 1990er Jahren mehrfzaulich leicht verandert worden, wodurch
auch seine Hohenentwicklung beeinflusst war, digrand seines Status als Seedeich bis 1995 jahr-

lichen Kontrollmessungen im Bereich der Deichkrand des Deichvorlands zu unterziehen war.

Diese Hohenkontrollmessungen fanden stets im Spéteo und als Ringnivellement unter Zwangs-
anschluss an den datumsgebenden PrazisionsholpemigsRFP 3107 statt und wurden entsprechend
mit Abschlussfehlerverteilung im Absolutmodell aemsgrtet. Die zugehorigen Objektpunkte sind in
insgesamt 79 quer zur drtlichen Deichachse origatieProfilen mit einem Profilabstand von 50 m
und zu je vier Punkten pro Profil angeordnet. Dasteliediglich der jeweils zur Deichachse und zum
Deichvorland gehorige Objektpunkt — Ublicherweisdand eines Hartholzpflockes — vermarkt; die
Ubrigen beiden Profilpunkte bilden die land- bzvasserseitige Boschungsoberkante der Deichkrone
und wurden bis 1995 anhand der Ortlichkeit festgelur Profilanordnung s. Abbildung (A.6.6.3).

Ende der 1990er Jahre erhob sich jedoch anlas$#ictEinfiihrung von satellitengestiitzten Ortungs-
methoden innerhalb des Vermessungsdienstes ddeeflurchfiihrung dieser Kontrollbeobachtungen
zustandigen Amtes fur Strom- und Hafenbau der Rrerel Hansestadt Hamburg sowie aufgrund von
Uberlegungen zur Wirtschaftlichkeit des nivellitien Beobachtungsverfahrens die Frage zur alterna-
tiven Anwendung GNSS-gestutzter Verfahren fir gidigche Hohenkontrolle des Neuwerker Ring-
deichs, welche aufgrund des Alters und des StahesjHochwasserschutzbauwerks ab dem Jahr 2000
nur noch alle drei Jahre durchzufiihren ist. Aufgrder daftr geforderten Hohengenauigkeit im Sub-
Dezimeter-Bereich kam entsprechend des technisstardes der im Jahre 2000 verfligbaren GNSS-
Korrekturdatendienste lediglich der Satellitengosierungsdienst der deutschen Landesvermessung
(SAPOS) im hochprazisen Echtzeit-Positionierungsie (HEPS-Modus) und mit Nutzung von

Flachenkorrekturparametern (FKP) in Frage.
A.6.6.2 Losungsansatz

Zur Umformung der beobachteten ETRS-89-Positiomedas Landessystem nach Lage und Hohe
wurde ein 7-Parametersatz verwendet, welcher zwzdmtalen und vertikalen geodéatischen Datum
Neuwerks ndherungsweise kompatibel ist und eine @@uasi-) Geoid nach ENKER (1998) leicht

gekippte ellipsoidische Hohenbezugsflache erzeugt.
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Abb. (A.6.6.1) Undulation des (Quasi-) Geoid nadNKER (1998) zur Ellipsoidoberflache:

L1 I P g < " FH

T ¥
BRIt i | b I -
f - 1 e L .'I.I -
A Zéne

b ¥ 0.010-".:,":-'

1P 57780 R
\RFP 6314

:

——— = |solinie der Undulation (Aquidistanz: 1 cm)

Fur die RTK-Beobachtungen wurden folgende Randlgertigen spezifiziert:

* Interne Genauigkeitsschranken + 10 mm (horizontal)t 15 mm (vertikal)
* Mindestbeobachtungszeit :5s

* Mindestanzahl Einzelpositionen pro Objektpunkt : 3

Aus den Erfahrungen anderer RTK-Massenpunktbestmgem mit &hnlichen auReren Bedingungen,
wie z.B. Sicherungsmessung der Hamburger Kohlbnarmtte in BRUNKHORST& NODOP (1999), ist
unter Anwendung des SAPOS-HEPS-Modus mit Flacheektrparametern eine zu erwartende

RTK-Vertikalmessgenauigkeit von etws24 mm (b) fur den gemessenen Einzelpunkt nachweisbar.

Eine Betrachtung der Genauigkeit dieses noch \&riild kalibrierenden RTK-Punktfeldes sollte als
Vergleich mit den letzten nivellitischen Einzelptimdhen von 1995 Aufschluss Uber die Eignung der
RTK-Methode fiir die Belange der Kontroll- bzw. Si¢cngsmessung geben. Da aber die Soll-H6hen
der beteiligten Kalibrierungspunkte im Landessys{Biormalnull) originér bis dahin nicht nivellitisch
erzeugt worden waren sondern selber nur aus RTKefidwngen resultierten, ist das Ergebnis einer

vertikalen Kalibrierung mit Anschluss an diese Rertkinsichtlich der zu erreichenden Genauigkeit
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nur suboptimal und soll in dieser Form somit keiretere Verwendung finden. Da ferner die im Jahr
2000 erhobenen RTK-Beobachtungen der HohenkontesBomg wegen Kompatibilitdtsproblemen
mit Versionen der zugehdrigen Auswertesoftware ebMitte des Jahrzehnts fur eine Nachbildung
ihrer Vertikalkalibrierung im Anschluss an die Eugeng nivellitischer Hohen fur die beteiligten
Kalibrierungspunkte in den Jahren 2004 bis 2005nmeh bedingt reorganisierbar waren, mussten fur
die aufzustellende Genauigkeitsuntersuchung delricaten RTK-Punktfeldes RTK-Beobachtungen
von Hohenkontrollmessungen aus den Messepochen2®h verwendet werden. Auf diese Weise
wird die erste darauffolgende Messepoche aus dan2886 hierfir betrachtungsgegenstandlich.

Zur horizontalen und vertikalen Besteinpassungedid®TK-Punktfeldes in die Landesbeziige DHDN
bzw. Normalnull erfolgte im Rahmen der Kontrollmasg aus 2006 zusatzlich die Beobachtung von
23 am und im MeRRgebiet gelegenen Kalibrierungsmmkivellitischer Hohengenauigkeit zu jeweils

mindestens 30 s Dauer bei sonst gleichen Optionen.

Abb. (A.6.6.2) Verteilung der Kalibrierungspunkte flie horizontale und vertikale Besteinpassung:

Py
—

— =Deichachse

. =verwendeter Kalibrierungspunkt

Infolge der geringen erzielten Abschlussfehler deobachteten Nivellementschleifen zur prazisen
Neubestimmung der Kalibrierungspunkthéhen sind meBenauigkeiten im Millimeterbereich zu
erwarten, so dass die Vertikalkalibrierung das Bnge der Hohenkontrollmessung nicht splrbar
zusatzlich stochastisch belasten wird.
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A.6.6.3 Ergebnisse

Die vertikale Kalibrierung des RTK-Punktfeldes Ulglers Verfahren einer ausgleichenden schragen
Ebene weist eine maximale Restklaffung von 60 mifnuad ist daher in diesem Zusammenhang als
ausreil3erfrei zu betrachten; die mittlere vertikastklaffung betragt 29 mm und entspricht damit
der GroRenordnung vah 24 mm fir die einfache RTK-Vertikalmessgenauigkeitliglich etwaiger

geringer stochastischer Effekte infolge der Gerlaiign der Kalibrierungspunkthéhen.

Aufgrund der eindeutigen Ausgestaltung der Objekigpeermarkungen in der Deichachse sollen nur
Objektpunkte jener Gruppe an der Genauigkeitshiinag zur Prifung der Eignung des angewandten
GNSS-Verfahrens fur die Belange der Hohenkontradboeg des Neuwerker Ringdeichs teilnehmen.
Infolge der wahrend des Vergleichszeitraumes vd@bI8ls 2006 stattgefundenen baulichen Verande-
rungen des Ringdeichs kommen aus dieser Gruppeljedeg die veranderungsfreien Deichmitten der

Profile mit den laufenden Nummern 1 bis 39 (ohngi28etracht.

Abb. (A.6.6.3) Fir die Genauigkeitsbetrachtung \@rdete Deichmitten der Héhenkontrolimessung:

®an

—— =Genauigkeitsbetrachtete Deichmitten
Somit ergeben sich Hohendeformationen an 38 vom@§lichen Deichmitten fiir den Ubergang von
der letzten nivellitisch beobachteten Epoche va@b1&uf die dritte RTK-beobachtete Epoche aus dem

Jahre 2006.
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Abb. (A.6.6.4) Hohendeformationen von 38 Deichmitt&vischen der nivellitischen Epoche 1995 und
der RTK-beobachteten Epoche 2006:

[mm] Hoéhendeformation von Niv.-Epoche 1995 zu RTK-Epoche 2006
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Es ergibt sich eine durchschnittliche Setzung vénmim sowie eine Standardabweichung fir den
Einzelpunkt vont 19 mm aus der betrachteten Punktgruppe. Es igtliedavon auszugehen, dass die
auf jene Weise implizit eingefuhrte Modellannahnmees fur die gesamte Punktgruppe einheitlichen
Setzungsverhaltens nicht den tatsachlichen Veib&#n entsprechen durfte und somit die Stochastik
noch mit den Fehlern dieser Modellannahme belattetelche sich darauf verzerrend im Sinne einer
Vergrof3erung auswirken. Die zugehorige Beweisfugrgelingt empirisch anhand der Einteilung des
Ringdeiches in Gruppen von Punkten erkennbar glei@etzungsverhaltens. So weisen die Punkte 22
bis 38 eine durchschnittliche Setzung von 6 mm diediibrigen Punkte eine ebensolche von 21 mm
auf; die Standardabweichung fur den Einzelpunktingert sich einhergehend — wenn auch nur wenig
ausgepragt — adf 18 mm. Mit Einfuhrung einer dritten Gruppe weiska zugehorigen Punkte 15 bis
21 eine durchschnittliche Setzung von 35 mm, diekBu22 bis 38 unverandert 6 mm und die Ubrigen
Punkte 15 mm auf; diese weitere DifferenzierungMedellannahme auf nunmehr drei verschiedene
Deichbereiche unterschiedlichen Setzungsverhaket® die Standardabweichung des Einzelpunkts
weiter auf+ 16 mm herab. Dieses Beispiel zeigt empirisch, dads eine falsche oder nicht exakte
Modellbildung — hier im Kontext mit einer vertikadeformationsanalyse — vergréf3ernd auf die aus
der gegebenen Stichprobe und modellbedingt gegetfatachastik der Beobachtungen auswirkt.

Die angegebene vertikale Einzelpunktstochastik astfalso neben der Vertikalgenauigkeit der RTK-
Epoche 2006, welche empirisch£24 mm angenommen wurde, noch die stochastischeugrvon
mdglichen Fehlern oder Unscharfen der Modellannagimes einheitlichen Setzungsverhaltens sowie
die nivellitische Einzelpunktgenauigkeit der Epodl9®5 unbekannter Grélenordnung. Da jedoch das
hier fur den Einzelpunkt nachgewiesene Gesamtfiebtiret vor: 19 mm seine empirische, auf die

RTK-Beobachtung bezogene Einzelkomponente bergiterschreitet, muss diese Unterschreitung
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auch fiur die sich aus dieser Stichprobe tatsécligebende RTK-Vertikalmessgenauigkeit gelten,

welche somit zu besser a&lsl9 mm nachgewiesen werden kann.
A.6.6.4 Bewertung und Fazit

Die Kontrollmessung des Neuwerker Ringdeichs wundeahre 2000 erstmalig als RTK-Verfahren
durchgefuhrt und liefert so im Vergleich zu den théhin ausschlieRlich angewendeten nivellitischen
Methoden zusatzlich Lageaussagen fur die beobach@jektpunkte, deren Genauigkeit im SAPOS-
HEPS-Modus mit Flachenkorrekturparametern naGuNKHORST & NODOP (1999) und BUER
(2003) fur die einfache Punktbeobachtung angegelseden kann zu durchschnittliehl7 mm und
damit ausreicht fur die Belange dieser Bauwerksii@elnungsmessung.

Unter denselben technischen Bedingungen ist eingiéliVorgaben der Bauwerksiberwachung eben-
falls ausreichende einfache RTK-Vertikalmessgeneariigron~ + 2 cm im Zielhorizont erreichbar,
insofern die beobachteten RTK-H6hen einer Anpassumgin fur das MelRgebiet verfligbares Kali-
brierungspunktfeld im Genauigkeitsbereich wenigdlitdeter (vertikale Kalibrierung unterzogen
werden.

Die Genauigkeit und Zuverlassigkeit der so erhalte@bjektpunktpositionen wird durch die in der
Praxis vorgenommenen Doppelbeobachtungen der destavkten Punkte noch gesteigert. Die daraus
resultierenden Positionsmittelwerte beruhen aufideiund in Bezug auf das verwendete Equipment

unabhangige Einzelbeobachtungen.

Die Anwendung des RTK-Verfahrens ist zur Erzeuguog Hohenaussagen fur das hier Gberwachte
Bauwerk darliber hinaus wirtschatftlicher als diekbermliche nivellitische Methode, auch wenn die
RTK-gestitzte Bauwerksiberwachungsmessung in @erdoirchgefiihrten Form den parallelen Ein-
satz von zwei Vermessungstrupps oder die Doppe#mdnbng der fest vermarkten Objektpunkte an-
hand eines Trupps in zwei aufeinanderfolgenden &emgn erfordert, weil der Zeitaufwand fir die

nivellitische Methode jeweils ein Vielfaches davmetragt.

Fir die Belange und Vorgaben dieser Bauwerksibdmwar reicht es aus, alternativ zur vertikalen
Kalibrierung der beobachteten RTK-H6hen diese atihegines geeigneten (Quasi-) Geoidmodells in
den Zielhorizont (Normalnull) zu Gberfihren, aucbhnm deren Vertikalgenauigkeit auf diese Weise
anhand der Genauigkeit jenes Modells vontch.cm (DENKER 1998) zusatzlich belastet wird. Nach
dem Varianzenfortpflanzungsgesetz flr unabhéngigegAngsgroRen beschrankt sich jedoch dieser
Effekt fir eine einfache origindre RTK-Vertikalgemgkeit vonx 2 cm auf rund 12 % und ist fur eine
resultierende vertikale Objektpunktgenauigkeit eant 22 mm mithin unkritisch.

Die Verwendung entsprechender geeigneter Moddlleies also genauigkeitsaspektlich konform und
steigert die Wirtschaftlichkeit des RTK-Verfahremgil dafir keine vertikalen Kalibrierungspunkte

mehr geschaffen, bereitgestellt und beobachtetememalissen.
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